Algorytm A*

Opracowanie: Joanna Raczynska

1.Wstep

Algorytm A* jest heurystycznym algorytmem stuzagcym do znajdowania najkrotszej
$ciezki w grafie. Jest to algorytm zupelny i optymalny, co oznacza, ze zawsze zostanie
znalezione najlepsze rozwigzanie. W metodzie tej istnieje zorganizowany model pami¢ciowy,
ktory gwarantuje ze kazdy punkt moze zosta¢ odwiedzony. A* jest przyktadem metody
,»hajpierw najlepszy”. Algorytm A* dziala najlepiej, gdy przestrzen przeszukiwan jest
przestrzeniag drzewiasta.

2. Dzialanie algorytmu
Dziatanie algorytmu oparte jest na minimalizacji funkcji celu f(x), zdefiniowanej
jako suma funkcji kosztu (g (x)) oraz funkcji heurystycznej (h(x)).

fx) = g+ h(x)

W kazdym kroku algorytm A* przedtuza juz utworzong $ciezke o kolejny wierzchotek grafu,
wybierajac taki, w ktorym wartos¢ funkcji f bgdzie najmniejsza.

Funkcja g(x) okresla rzeczywisty koszt dojscia do punktu x (suma wag krawedzi ktore nalezg
juz do $ciezki oraz wagi krawedzi taczacej aktualny wezet z x).

Funkcja h(x) jest to funkcja zwana funkcjg heurystyczng. Oszacowuje ona (zawsze
optymistycznie) koszt dotarcia od punktu x do wierzchotka docelowego.

Prawidtowa funkcja heurystyczna musi spetnia¢ dwa warunki:

e  Warunek dopuszczalnosci: g(x) + h(x) < g(x;)
e Warunek monotonicznosci: g(xj) + h(xj) > g(x;) + h(x;)
gdzie j > i, a x; oznacza punkt koncowy
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Nadmierny optymizm dopuszczalnosc: g(x)+h(x)<=g(xt)
Btad oszacowania malejacy wraz monotonicznosc:  g(xj)+h(xj)>=g(xi)+h(xi)

ze zblizaniem sie do rozwigzania



Warunek dopuszczalno$ci to wymieniony juz wezesniej nadmierny optymizm. Funkcja
heurystyczna to taka ,,dobra wrdézka”, ktora niedoszacowuje gdy minimalizujemy koszt, a
przeszacowuje gdy maksymalizujemy zysk.

Warunek monotoniczno$ci mowi o tym, ze im bardziej przyblizamy si¢ do rozwigzania, tym
oszacowanie musi by¢ coraz mniej optymistyczne.

3. Przyklad - najkrotsza droga z Gdanska do Krakowa

Aby lepiej zobrazowa¢ dziatanie algorytmu, rozwazmy przyktad poszukiwania
najkrotszej drogi prowadzacej z Gdanska do Krakowa. Ponizszy graf przedstawia dozwolone
potaczenia miedzy miastami oraz odleglo$ci miedzy nimi. Kolorem granatowym oznaczono
odlegtosci (w linii prostej) od danego miasta do Krakowa.

Graf odlegtosci i oszacowan
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Taki graf wydaje si¢ intuicyjny i czytelny. Jesli jednak zechcemy zbudowac¢ graf
problemu z punktu widzenia algorytmu A*, bedzie on wygladat zupehnie inaczej. Przestrzenia
przeszukiwan algorytmu jest bowiem przestrzen niepelnych §ciezek rozpoczynajacych sie w
Gdansku, nie za$, jak mogloby si¢ w pierwszej chwili wydawac, graf miast. Ponizszy graf
przedstawia fragment przestrzeni przeszukiwan algorytmu.
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Czerwone liczby oznaczajg rzeczywiste dlugosci opisywanych Sciezek. Obliczamy je
korzystajac z pierwszego grafu. | tak na przyktad, obliczajac dlugos¢ Sciezki z Gdanska do
Warszawy przez Bydgoszcz sumujemy odleglosci: z Gdanska do Bydgoszczy (165) oraz z
Bydgoszczy do Warszawy (270) i otrzymujemy liczbe 435. Oznacza to tyle, ze jadac z
Gdanska do Warszawy przez Bydgoszcz dozwolong trasa, pokonamy doktadnie 435km.
Czerwone liczby oznaczaja wigc naszg funkcje kosztu g(x).

Liczby granatowe, podobnie jak na pierwszym rysunku, oznaczaja odlegtos¢ w linii
prostej z miasta konczacego $ciezke do Krakowa. Jak wszyscy wiemy, miedzy dwoma
punktami nie mozna wyznaczy¢ krotszej drogi niz linia prosta. Oznacza to tyle, ze np.
znajdujac si¢ w wezle GdWaKi, po pokonaniu doktadnie 555 km (z Gdanska przez Warszawe
do Kielc) do Krakowa mamy jeszcze minimum 115km, co stanowi dolne oszacowanie
odleglosci koniecznej do osiggnigcia celu. Granatowe liczby opisuja wiec naszg ,,dobra
wrozke” - funkcje heurystyczng h(x).

Liczby zielone okreslaja dla kazdego wezta warto$¢ sumaryczng funkcji kosztu i
funkcji heurystycznej — czyli naszg funkcje celu ktorg bedziemy minimalizowac - f(x).



Zasymulujmy teraz dziatanie algorytmu A* dla danego grafu (przy zatozeniu ze
pomini¢te w grafie wezty majg gorsze wartosci funkcji celu). Rozpoczynamy w Gdansku, a
nastepnie w kazdym kolejnym kroku dodajemy do $ciezki jedno miasto, przyjmujac za
kryterium jak najmniejszg wartos¢ funkcji celu. W pierwszym kroku mamy wig¢c do wyboru:
pojecha¢ z Gdanska do Bydgoszczy (f (x) = 573) lub z Gdanska do Warszawy (f (x) = 659)
(dla uproszczenia pominglismy $ciezki z Gdanska do Olsztyna i Szczecina).
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Wybieramy wigc sciezke GdBy (f (x) = 573). Nastepnie rozwijamy wezet GdBy, co
oznacza obliczenie warto$ci funkcji celu dla weztow GdByL i GdByWa. Pozwala nam to
wybra¢ optymalny wezet GAByL(f (x) = 609).
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Po jego rozwinigciu otrzymujemy warto$¢ optymalng przedtuzonej sciezki GdByLKa

(f(x) = 660).

170

GdOl
282
362 377
GdsSz — Gd GdWa

‘ 0 546

GdBy 165 408

e

217 392 _— T~
GdByL GdByWa

//\ 435
// -

GdB;LPO GdByLWr GdByLKa 585 75



I tutaj nast¢puje krok algorytmu, na ktory nalezy zwroci¢ uwage. W aktualnej Sciezce,
optymalna warto$¢ ostatniego nierozwini¢tego wezla to 660. Nalezy jednak pamigtac, ze
wezel ktory nie zostal rozwiniety na samym poczatku algorytmu (GdWa) ma mniejsza
warto$¢ funkcji celu (f (x) = 659). Dlatego w podanej sytuacji algorytm wykona nawrot, a
nastepnym rozwini¢tym wezlem nie bedzie GdAByLKa a GdWa.
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Jak si¢ okazuje po rozwinigciu tego wezta, wszystkie wartosci jego potomkow maja
wickszg warto$¢ funkcji celu niz $ciezka GdByLKa (fi,,;,(x) = 670 > 660), wigc nastapi
powrdt do Sciezki GdByLKa, jednakze aby unikna¢ lokalnos$ci 1 zachtanno$ci w dziataniu
algorytmu, konieczne jest branie pod uwage wszystkich nierozwinigtych weztow. Ostatecznie
rozwijajac wezet GdByLKa dochodzimy do optymalnego rozwigzania GdByLKaKr (f(x) =
g(x) = 665).

» GdWaL
170 |, GdWaBy 647
Gdol If
||, Gdwaol 589
6 5 9 2 82 I|:.";f!
362 377 |
GdSz ——— Gd GdWa Z:_, GdWaBi 570
| 0546546 I\
| \' GdWaLu 443
609 GdBy 165 408
217 392 _— T~ 973 ' GdWaki
GdByL GdByWa 555

P 435 115
_— 670

GdByLPo GdByLWr  GdByLKa 585 75 660

T
——
T
—

780 GdByLKaWr | GdByLKaKr 665




4. Przyklady innych zastosowan algorytmu A*

Algorytm A* moze rowniez postuzy¢ do rozwigzania problemu komiwojazera.
Podobnie jak poprzednio przestrzen przeszukiwan zawiera¢ bedzie $ciezki. Mozemy wowczas
sprowadzi¢ problem do problemu poszukiwania najkrotszej Sciezki w grafie.

Zagadnienie komiwojazera
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Wiemy, ze musimy stworzy¢ $ciezke zawierajaca n krawedzi, oznaczmy wiec jako k
liczbe krawedzi, ktore juz wykorzystalisSmy. Wtedy funkcja heurystyczng moze by¢ na
przyktad iloczyn liczby krawedzi pozostatych do wykorzystania (n — k) i wagi najtanszej
krawedzi — wtedy taka funkcja na pewno bedzie nadmiernie optymistyczna. Doktadniejsze
oszacowanie daje nam funkcja heurystyczna zdefiniowana jako suma (n — k) najmniejszych
wag niewykorzystanych jeszcze krawedzi.

Zagadnienie komiwojazera
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Innym sposobem rozwigzania problemu komiwojazera za pomocg algorytmu
heurystycznego jest przeksztalcenie problemu do problemu sortowania. Przestrzenia
przeszukiwan jest wowczas przestrzen permutacji miast. Taka struktura przestrzeni nie jest
jednak strukturg drzewiastg, wiec nie mowimy tu o funkcji heurystycznej, a co za tym idzie
nie mozna w tym przypadku uzy¢ algorytmu A*.

Kolejnym przyktadem zastosowania algorytmu moze by¢ rozwigzanie tamigtowki
»pictnastka”. Przestrzenig przeszukiwan bedg woéwczas sekwencje przeksztatcen
prowadzacych do rozwigzania, W kazdym kroku mowimy w ktorg strong ma si¢ przesunaé
puste miejsce. Przestrzen przeszukiwan staje si¢ wigc przestrzenig drzewiastg. Funkcja kosztu
bedzie liczba ruchow jakie wykonali$my do tej pory. Funkcja heurystyczng moze by¢ warto$¢
moéwigca o tym ile kwadratow jest ,,nie na swoim miejscu”. Wtedy jesli np. 13 kwadratow nie
jest na swoim miejscu, to trzeba wykona¢ minimum 13 ruchéw by je prawidtowo ustawic.
Warunek dopuszczalnosci jest wiec spetniony. Latwo zauwazy¢, ze rdwniez warunek
monotoniczno$ci jest spelniony, gdyz albo przesuniemy kwadracik (koszt +1) i on wejdzie na
swoje miejsce (funkcja heurystyczna -1), albo przesuniemy kwadracik (koszt +1) i on nie
wejdzie na swoje miejsce (funkcja heurystyczna bez zmian). Aby uzyska¢ doktadniejsze
oszacowanie, mozemy policzy¢ dla kazdego kwadracika liczbe ruchéw potrzebng aby
przesuna¢ go na swoje miejsce, tak jakby na planszy nie byto zadnego innego kwadracika.

Przykiad - pietnastka
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. . : . , 2:4 10:2
Reprezentacja rozwigzania — sekwencja ruchow 4:2 11:2
Funkcja kosztu — diugosc sekwencji 30 g; igg
: 7:2 14.:2
Funkcja heurystyczna 8:2 15:2

Liczba ruchow, ktora trzebaby wykonac
gdyby kafelki sobie nie przeszkadzaty
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