
Zaawansowane uczenie maszynowe:

podstawowe wyniki

obliczeniowej teorii uczenia si¦

(rozszerzony przegl¡d)

Paweª Cichosz

Semestr 20Z

Przedstawiony tutaj przegl¡d podstawowych wyników obliczeniowej teorii uczenia si¦
ma sªu»y¢ jako pomocniczy materiaª uzupeªniaj¡cy skrócony przegl¡d prezentowany
na wykªadzie 2 z przedmiotu Zaawansowane uczenie maszynowe. Zawiera on zwi¦zªe
podsumowanie najwa»niejszych tre±ci w punktach oraz dodatkowy szerszy komentarz w
ramkach.

1 Przykªadowe dziedziny, klasy poj¦¢ i przestrzenie

modeli

Do ilustracji przedstawianych elementów teorii wykorzystamy przykªadowe dziedziny
oraz klasy poj¦¢ i przestrzeni modeli. Mo»na je traktowa¢ jako uproszczone warianty
przestrzeni modeli, które s¡ stosowane tak»e przez niektóre praktyczne algorytmy ucze-
nia si¦.

Prostok¡ty:

dziedzina: R2 (punkty na pªaszczy¹nie),

atrybuty: wspóªrz¦dne kartezja«skie,

klasa poj¦¢, przestrze« modeli: poj¦cia/modele reprezentowane przez prosto-
k¡ty o bokach równolegªych do osi ukªadu wspóªrz¦dnych, przykªady pozy-
tywne (klasy 1) wewn¡trz i na brzegu prostok¡ta, przykªady negatywne (klasy
0) na zewn¡trz prostok¡ta.
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Rysunek 1: Bª¡d na zbiorze i bª¡d rzeczywisty dla prostok¡tów.

Proste:

dziedzina: R2 (punkty na pªaszczy¹nie),

atrybuty: wspóªrz¦dne kartezja«skie,

klasa poj¦¢, przestrze« modeli: poj¦cia/modele reprezentowane przez proste,
przykªady pozytywne (klasy 1) po dodatniej stronie prostej i na prostej, przy-
kªady negatywne (klasy 0) po ujemnej stronie prostej.

Koniunkcje boolowskie:

dziedzina: {0, 1}n (ªa«cuchy binarne),

atrybuty: bity na kolejnych pozycjach,

klasa poj¦¢, przestrze« modeli: poj¦cia/modele reprezentowane przez koniunk-
cje boolowskich literaªów (literaª pozytywny: ai, literaª negatywny: ¬ai).

2 PAC-uczenie si¦

Podstawowy model teoretyczny uczenia si¦ wykorzystywany do charakteryzowania jego
trudno±ci i szans powodzenia okre±lany jest jako PAC (probably approximately correct).
Chocia» na pierwszy rzut oka sformuªowanie �prawdopodobnie w przybli»eniu poprawne�
wydaje si¦ wyra»a¢ do±¢ sªabe gwarancje dotycz¡ce wyników uczenia si¦, w istocie mog¡
by¢ one stosunkowo mocne: pod pewnymi warunkami prawdopodobie«stwo sukcesu
mo»e by¢ dowolnie du»e (chocia» mniejsze ni» 1), a gwarantowany bª¡d modelu dowolnie
maªy (chocia» wi¦kszy od 0).
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Klasa poj¦¢ C dla dziedzinie X jest PAC-nauczalna za pomoc¡ przestrzeni modeli H,
je±li

� istnieje algorytm uczenia si¦ u»ywaj¡cy H,

� którego uruchomienie z dost¦pem do ¹ródªa przykªadów EX(Ω, c) oraz z parame-
trami ε i δ,

� daje w wyniku z prawdopodobie«stwem co najmniej 1− δ model h ∈ H, dla której
eΩ,c(h) ≤ ε,

� dla dowolnego poj¦cia c ∈ C, dowolnego rozkªadu prawdopodobie«stwa Ω na X
oraz dowolnych 0 < ε < 1 i 0 < δ < 1.

Przedstawiona de�nicja mówi o PAC-nauczalno±ci jako o wªa±ciwo±ci klas poj¦¢ i
przestrzeni modeli. Pewne klasy poj¦¢ mog¡ by¢ PAC-nauczalne za pomoc¡ pewnych
przestrzeni modeli i oznacza to, »e istnieje dla nich algorytm, którego zastosowanie
gwarantuje uzyskanie dowolnie niskiego bª¦du rzeczywistego (chocia» nie zerowego) z
dowolnie du»ym prawdopodobie«stwem (chocia» nie z pewno±ci¡). Algorytm taki jed-
nak musi mie¢ dost¦p do ¹ródªa przykªadów trenuj¡cych, dostarczaj¡cego pary x, c(x),
gdzie przykªad x jest wybrany z dziedziny X zgodnie z ustalonym rozkªadem prawdopo-
dobie«stwa Ω � tym samym, wzgl¦dem którego okre±lany jest bª¡d rzeczywisty. Mówimy
tu o ¹ródle przykªadów trenuj¡cych a nie o zbiorze trenuj¡cym, aby uwzgl¦dni¢ fakt, »e
do liczba przykªadów trenuj¡cych, jakie oka»¡ si¦ potrzebne algorytmowi do uzyskania
bª¦du rzeczywistego nieprzekraczaj¡cego ε z prawdopodobie«stwem co najmniej 1 − δ
mo»e zale»e¢ od warto±ci ε i δ, wygodniej wi¦c w dyskusji teoretycznej zaªo»y¢, »e do-
st¦pne jest ¹ródªo dostarczaj¡ce przykªadów na »¡danie i algorytm mo»e pobra¢ z niego
tyle przykªadów, ile b¦dzie potrzeba. W dalszym ci¡gu wyniki teoretyczne maj¡ jednak
zastosowanie do sytuacji praktycznych, w których zazwyczaj dost¦pny jest zbiór trenu-
j¡cy a nie ¹ródªo przykªadów, gdy» pozwalaj¡ one okre±li¢, jaka liczba przykªadów b¦dzie
wystarczaj¡ca do uzyskania »¡danego poziomu bª¦du z »¡danym prawdopodobie«stwem
albo jakiego bª¦du mo»na oczekiwa¢ z okre±lonym prawdopodobie«stwem przy ustalonej
liczbie dost¦pnych przykªadów.

Przykªad: prostok¡ty

Sposób post¦powania przy dowodzeniu PAC-nauczalno±ci mo»na w prosty sposób zilu-
strowa¢ dla dziedziny X = R2 oraz klasy poj¦¢ i przestrzeni modeli reprezentowanych
przez prostok¡ty o bokach równolegªych do osi ukªadu wspóªrz¦dnych. W tym przypadku
mamy H = C a bª¡d rzeczywisty modelu h wzgl¦dem poj¦cia c jest prawdopodobie«-
stwem PΩ(Rc−̇Rh) wylosowania z rozkªadu Ω okre±lonego na dziedzinie punktu, który
nale»y do ró»nicy symetrycznej prostok¡ta Rc reprezentuj¡cego poj¦cie i prostok¡ta Rh
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reprezentuj¡cego model (tzn. punktu nale»¡cego do jednego z nich i nienale»¡cego do
drugiego z nich).
Poniewa» w de�nicji PAC-nauczalno±ci jest mowa o istnieniu algorytmu gwarantuj¡-

cego uzyskanie »¡danego poziomu bª¦du z »¡danym prawdopodobie«stwem, rozwa»ymy
przykªadowy algorytm najcia±niejszego dopasowania, który jako model zwraca najmniej-
szy prostok¡t zawieraj¡cy wszystkie przykªady pozytywne. �atwo zauwa»y¢, »e dla do-
wolnego modelu h znajdowanego przez ten algorytm mamy Rh ⊆ Rc, co oznacza, »e
Rc−̇Rh = Rc −Rh.
Rozwa»aj¡c warunki wystarczaj¡ce do uzyskania modelu o bª¦dzie nieprzekracza-

j¡cym ε mo»na z góry wykluczy¢ z rozwa»a« przypadek poj¦¢ c takich, dla których
prawdopodobie«stwo PΩ(Rc) wylosowania punktu nale»¡ce do do reprezentuj¡cego je
prostok¡ta Rc jest wi¦ksze ni» ε, gdy» w przeciwnym przypadku dla dowolnego mo-
delu h uzyskanego z u»yciem algorytmu najcia±niejszego dopasowania b¦dziemy mie¢
PΩ(Rc −Rh) ≤ PΩ(Rc) ≤ ε.

1. Algorytm najcia±niejszego dopasowania (model � najmniejszy prostok¡t zawiera-
j¡cy wszystkie przykªady pozytywne).

2. Rc, Rh � prostok¡ty reprezentuj¡ce poj¦cie c, model h.

3. Wystarczy rozwa»y¢ przypadek c takiego, »e P (Rc) > ε.

4. Odcinamy z boku Rc margines o prawdopodobie«stwie ε
4
.

5. Powtarzaj¡c to dla ka»dego boku uzyskujemy �ramk¦� o prawdopodobie«stwie po-
ni»ej ε.

6. Model ma bª¡d poni»ej ε, je±li w ka»dym marginesie ε
4
znajduje si¦ przykªad tre-

nuj¡cy.

7. Prawdopodobie«stwo sytuacji przeciwnej mo»na ograniczy¢ przez:

4(1− ε

4
)m ≤ 4e−m

ε
4 < δ

gdzie m jest liczb¡ przykªadów trenuj¡cych (w ostatnim kroku wykorzystania nie-
równo±¢ 1 + α ≤ eα dla dowolnego α).

8. Wystarczy odpowiednio wiele przykªadów:

m >
4

ε

(
ln 4 + ln

1

δ

)
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Kluczowym krokiem rozumowania jest scharakteryzowanie warunków wystarczaj¡cych
do uzyskania modelu o bª¦dzie nieprzekraczaj¡cym ε, a nast¦pnie ograniczenie prawdo-
podobie«stwa, »e warunki te nie b¦d¡ speªnione, przez δ. W przypadku prostok¡tów
konstrukcja polegaj¡ca na wyznaczaniu przy ka»dym boku marginesów o prawdopodo-
bie«stwie ε

4
i w ten sposób wyci¦ciu �ramki� o prawdopodobie«stwie poni»ej ε sªu»y

wªa±nie sformuªowaniu warunków wystarczaj¡cych do uzyskania modelu o bª¦dzie po-
ni»ej ε: wystarczy, je±li ka»dy bok prostok¡ta reprezentuj¡cego model �zachodzi� na t¦
ramk¦. Nie jest to oczywi±cie jedyna sytuacja, w której model b¦dzie miaª wystarczaj¡co
maªy bª¡d, ale rozwa»amy warunki wystarczaj¡ce do uzyskania takiego bª¦du a nie wa-
runki konieczne. Gdy ju» te warunki wystarczaj¡ce zostaªy okre±lone, wyznaczane jest
prawdopodobie«stwo (a wªa±ciwie górne ograniczenie prawdopodobie«stwa, »e nie zo-
stan¡ one speªnione) � w tym przypadku jest to prawdopodobie«stwo, »e przynajmniej
jeden z marginesów ε

4
nie zawiera »adnego przykªadu trenuj¡cego. Poniewa» prawdo-

podobie«stwo to maleje wraz ze wzrostem liczby przykªadów trenuj¡cych, to mo»e by¢
ograniczone przez dowolne δ > 0 pod warunkiem u»ycia wystarczaj¡co du»ej liczby
przykªadów m.

3 PAC-uczenie si¦ dla algorytmów spójnych

Zasadniczy schemat rozumowania dotycz¡cego PAC-nauczalno±ci prostok¡tów mo»e by¢
powtórzony w bardziej ogólnym zastosowaniu do wykazania PAC-nauczalno±ci dla klas
poj¦¢ i przestrzeni modeli, dla których istniej¡ algorytmy spójne: takie, które znajduj¡
zawsze model spójny, tzn. model o zerowym bª¦dzie na zbiorze trenuj¡cym.

Spójna model: zerowy bª¡d na zbiorze trenuj¡cym.

Spójny algorytm uczenia si¦: zwraca spójny model albo zawodzi, je±li takiego modelu
nie ma w przestrzeni modeli H.

Niezawodno±¢ spójnego uczenia si¦: mo»na zagwarantowa¢ tylko, je±li C ⊆ H.

Przestrze« wersji: zbiór wszystkich spójnych modeli:

VSH,T (c) = {h ∈ H | eS,c(h) = 0}

Oczywi±cie je±li C 6⊆ H, to w przestrzeni modeli mo»e nie istnie¢ model spójny. W
takim przypadku przyjmiemy, »e algorytm spójny zawodzi (nie zwraca modelu). Jednak
b¦dziemy teraz bra¢ pod uwag¦ przypadek, gdy C ⊆ H, kiedy mo»na zagwarantowa¢,
»e istnieje model spójny. Zbiór wszystkich modeli spójnych jest nazywany przestrzeni¡
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Rysunek 2: PAC-nauczalno±¢ dla prostok¡tów.
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wersji. Algorytm spójny zwraca jako wynik jeden z tych modeli. Zobaczymy, »e mo»na
zagwarantowa¢ dowolnie maªy (ale niezerowy) poziom bª¦du rzeczywistego takiego mo-
delu.

3.1 Przykªadowe spójne algorytmy

Wiemy ju», »e istnieje spójny algorytm uczenia si¦ dla klasy poj¦¢ reprezentowanych
przez prostok¡ty u»ywaj¡cy identycznej z ni¡ przestrzeni modeli reprezentowanych przez
prostok¡ty: jest to wykorzystywany przy dowodzeniu PAC-nauczalno±ci prostok¡tów al-
gorytm najcia±niejszego dopasowania. Je±li prawdziwe poj¦cie jest reprezentowane przez
prostok¡t, to model reprezentowany przez najmniejszy prostok¡t zawieraj¡cy wszystkie
przykªady pozytywne oczywi±cie jest spójny.
Równie» dla klasy poj¦¢ i przestrzeni modeli reprezentowanych przez koniunkcje bo-

olowskie ªatwo poda¢ algorytm spójny, zreszt¡ w pewnym sensie analogiczny do algo-
rytmy najcia±niejszego dopasowania. We¹my pod uwag¦ algorytm, który przetwarza
kolejno przykªady trenuj¡ce i mody�kuje model na ich podstawie. Niech pocz¡tkowy
model b¦dzie koniunkcj¡ stale równ¡ 0 (zawsze faªszyw¡) zawieraj¡c¡ dla ka»dego atry-
butu literaª pozytywny i literaª negatywny. Wszystkie koniunkcje, które zawieraj¡ literaª
pozytywny i negatywny dla tego samego atrybutu to staªe 0 logiczne, natomiast przy-
j¦cie jako pocz¡tkowej koniunkcji zawieraj¡cej tak¡ par¦ literaªów dla ka»dego atrybutu
jest w tym przypadku wygodne. Koniunkcja ta klasy�kuje poprawnie wszystkie przy-
kªady negatywne, natomiast wymaga mody�kacji w celu uzyskania poprawnej klasy�-
kacji przykªadów pozytywnych. Dla ka»dego przykªadu pozytywnego wystarczy usun¡¢
z koniunkcji wszystkie te literaªy, które dla tego przykªadu nie s¡ speªnione. Je±li praw-
dziwe poj¦cie c jest reprezentowane przez koniunkcj¦ boolowsk¡, to w ten sposób zostanie
znaleziona koniunkcja reprezentuj¡ca model spójny.

Prostok¡ty: algorytm znajduj¡cy najmniejszy prostok¡t zawieraj¡cy wszystkie przy-
kªady pozytywne (algorytm najcia±niejszego dopasowania).

Koniunkcje boolowskie: algorytm usuwaj¡cy z pocz¡tkowej koniunkcji a1 ∧¬a1 ∧ a2 ∧
¬a2 ∧ · · · ∧ an ∧ ¬an wszystkie literaªy, które nie s¡ speªnione dla któregokolwiek
przykªadu pozytywnego.

3.2 Bª¡d rzeczywisty spójnych modeli

1. Poniewa» algorytm spójny mo»e zwróci¢ dowolny model spójny, wi¦c potrzebujemy
ograniczenia bª¦du rzeczywistego dowolnego takiego modelu.

2. Przestrze« wersji jest ε-wyczerpana je±li bª¡d rzeczywisty wszystkich nale»¡cych
do niej modeli nie przekracza ε.
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3. Prawdopodobie«stwo, »e pewien model o bª¦dzie rzeczywistym powy»ej ε nale»y
do przestrzeni wersji nie przekracza:

(1− ε)m ≤ e−mε

gdzie m jest liczb¡ przykªadów trenuj¡cych.

4. Dla sko«czonej przestrzeni modeli prawdopodobie«stwo, »e którykolwiek model z
przestrzeni wersji ma bª¡d rzeczywisty powy»ej ε nie przekracza:

|H|e−mε

5. Zatem dla dowolnego spójnego modelu h:

P (eΩ,c(h) > ε) ≤ |H|e−mε

6. Ograniczamy przez δ:

|H|e−εm ≤ δ

m ≥ 1

ε
(ln ‖H|+ ln

1

δ
)

ε ≥ 1

m
(ln ‖H|+ ln

1

δ
)

7. Algorytmy spójne u»ywaj¡ce sko«czonej przestrzeni modeli mog¡ osi¡gn¡¢ dowol-
nie maªy bª¡d, mimo podatno±ci na nadmierne dopasowanie (wystarczy odpowied-
nio wiele przykªadów).

8. Dla ustalonej liczby przykªadów mo»na okre±li¢, jak du»y mo»e by¢ bª¡d rzeczy-
wisty.

Podobnie jak w przykªadzie dotycz¡cym prostok¡tów, kluczowym krokiem rozumo-
wania jest sformuªowanie warunków wystarczaj¡cych do uzyskania modelu o bª¦dzie
rzeczywistym nieprzekraczaj¡cym ε. Poniewa» o zwracanym przez spójny algorytm mo-
delu wiadomo tylko tyle, »e nale»y do przestrzeni wersji, do uzyskania takiego bª¦du
wystarczy, »e ka»dy model z przestrzeni wersji (tzn. ka»dy spójny model) ma bª¡d nie
wi¦kszy ni» ε. Nast¦pnie nale»y ograniczy¢ prawdopodobie«stwo sytuacji przeciwnej,
tzn. takiej, »e w przestrzeni wersji znajduje si¦ jaki± model o bª¦dzie powy»ej ε, przez
δ. Przy wyznaczaniu tego prawdopodobie«stwa przyjmujemy zaªo»enie, »e przestrze«
modeli H jest sko«czona.
Poniewa» prawdopodobie«stwo, »e przestrze« wersji zawiera model o zbyt du»ym bª¦-

dzie, maleje przy wzro±cie liczby przykªadów trenuj¡cych, mo»na wyznaczy¢ liczb¦ przy-
kªadów m wystarczaj¡c¡ do uzyskania z prawdopodobie«stwem 1− δ modelu o bª¦dzie
rzeczywistym nieprzekraczaj¡cym ε. Z kolei dla ustalonego m mo»na przeksztaªcaj¡c
nierówno±¢ wyznaczy¢ ograniczenie na ε, tzn. okre±li¢, jaki poziom bª¦du rzeczywistego
mo»e by¢ zagwarantowany z prawdopodobie«stwem 1 − δ, je±li dost¦pny jest zbiór m
przykªadów trenuj¡cych.
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Zastosowanie obu tych ogranicze« wymaga wyznaczenia rozmiaru przestrzeni modeli
(lub jego górnego ograniczenia). Poni»ej przedstawione s¡ przykªady wyznaczania roz-
miaru przykªadowych sko«czonych przestrzeni modeli.

Przykªad: koniunkcje boolowskie

Dla ka»dego atrybutu koniunkcja boolowska mo»e zawiera¢ literaª pozytywny, negatywny
lub nie zawiera¢ go w cale. Dodatkowo nale»y uwzgl¦dni¢ koniunkcj¦ �zerow¡� (stale
niespeªnion¡).

|H| = 3n + 1

Przykªad: dowolne funkcje boolowskie

Wszystkie mo»liwe sposoby etykietowania wszystkich mo»liwych 2n przykªadów z dzie-
dziny:

|H| = 22n

Przykªad: binarne drzewa decyzyjne

� Bardziej zªo»ona reprezentacja modeli dla dziedziny {0, 1}n i zbioru klas C =
{0, 1}:
w¦zeª: binarny podziaª wedªug warto±ci jednego atrybutu,

li±¢: klasa.

� Bez ograniczenia rozmiaru: przestrze« modeli równowa»na przestrzeni dowolnych
funkcji boolowskich:

|H| = 22n

� Rozwa»my drzewa o ograniczonej gª¦boko±ci.

1. Hk � zbiór modeli reprezentowanych przez (dokªadnie) k-poziomowe drzewa
(dokªadnie k poziomów w¦zªów).

2. |H0| = 2 (brak w¦zªów, jeden li±¢, dwie mo»liwe klasy).

3. |Hk| = n|Hk−1|2 (nmo»liwych podziaªów, dwa poddrzewa (k−1)-poziomowe):

|H1| = 4n

|H2| = 16n3

. . .
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4. Niech Lk = log2 |Hk|:

Lk = log2 n+ 2Lk−1

Lk−1 = log2 n+ 2Lk−2

Lk − Lk−1 = 2Lk−1 − 2Lk−2

Lk = 3Lk−1 − 2Lk−2

L0 = 1

L1 = log2 n+ 2

L2 = 3 log2 n+ 4

. . .

5. Wielomian charakterystyczny: t2 − 3t+ 2, miejsca zerowe: t1 = 1, t2 = 2:

Lk = α22k + α11k

6. Warto±ci α1, α2 mo»na wyznaczy¢ na podstawie L0, L1:

Lk = (log2 n+ 1)2k − log2 n

Przedstawione wyniki teoretyczne maj¡ dwa gªówne ograniczenia. Po pierwsze, doty-
cz¡ one spójnego uczenia si¦, które jest niezawodne tylko je±li H zawiera model dokªad-
nie pasuj¡c¡ do (dowolnych) przykªadów trenuj¡cych, co mo»na zagwarantowa¢ tylko w
przypadku, gdy c ∈ H. Aby mie¢ tak¡ pewno±¢, zakªadali±my dot¡d, »e »e C ⊆ H. Po
drugie, konieczne byªo zaªo»enie sko«czono±ci przestrzeni modeli, której rozmiar wyst¦-
puje w wyprowadzonym ograniczeniu na wymagan¡ liczb¦ przykªadów. Obecnie zoba-
czymy, w jaki sposób obliczeniowa teoria uczenia si¦ przezwyci¦»a oba te ograniczenia.

4 Agnostyczne uczenie si¦

Zaczynamy od ograniczenia dotycz¡cego spójno±ci. Zamiast spójnego uczenia si¦ we¹my
pod uwag¦ agnostyczne uczenie si¦, w którym dopuszczamy, »e w przestrzeni modeli
mo»e nie by¢ modelu dokªadnie dopasowanego do przykªadów trenuj¡cych.

� Brak pewno±ci, czy c ∈ H.

� Nie mo»na zagwarantowa¢ dowolnie maªego bª¦du, ale mo»na zagwarantowa¢ do-
wolnie maª¡ ró»nic¦ mi¦dzy bª¦dem rzeczywistym a bª¦dem na zbiorze trenuj¡cym.
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Nie maj¡c pewno±ci, czy prawdziwe poj¦cie docelowe znajduje si¦ w przestrzeni modeli,
nie mo»emy ju» narzuci¢ warunku, »e model b¦d¡cy wynikiem uczenia si¦ ma zerowy
bª¡d na zbiorze trenuj¡cym. Z tego samego powodu nie mo»na te» zagwarantowa¢, »e
jego bª¡d rzeczywisty stanie si¦ dowolnie maªy po u»yciu wystarczaj¡co wielu przykªadów
trenuj¡cych, co jest istot¡ PAC-naruszalno±ci. Okazuje si¦ jednak, »e mo»liwe s¡ inne
� nieco sªabsze, ale równie» u»yteczne � gwarancje. Dotycz¡ one maksymalnej ró»nicy
mi¦dzy bª¦dem modelu na zbiorze trenuj¡cym a jego bª¦dem rzeczywistym. Mo»na otó»
zagwarantowa¢, »e pod pewnymi warunkami ró»nica ta staje si¦ dowolnie maªa.

� Ryzyko zbyt du»ego bª¦du dla pewnej ustalonego modelu h (na podstawie nierów-
no±ci Hoe�dinga):

P (eΩ,c(h) > eT,c(h) + ε) ≤ e−2mε2

Wyniku teoretycznego, o którym mowa, nie b¦dziemy tym razem w peªni wyprowadza¢,
lecz wykorzystamy jako punkt pocz¡tkowy wywodu nierówno±¢ Hoe�dinga, która doty-
czy w ogólno±ci maksymalnej ró»nicy mi¦dzy sum¡ niezale»nych zmiennych losowych a
warto±ci¡ oczekiwan¡ tej sumy. W naszym zastosowaniu, zapisanym wy»ej, ogranicza
ona prawdopodobie«stwo tego, »e bª¡d rzeczywisty pewnej ustalonego modelu przekra-
cza jego bª¡d na zbiorze trenuj¡cym o wi¦cej ni» ε.

� Ryzyko zbyt du»ego bª¦du dla któregokolwiek modelu h ∈ H:

P (eΩ,c(h) > eT,c(h) + ε) ≤ |H|e−2mε2

Je±li chcemy zagwarantowa¢, »e »aden model z przestrzeni modeli nie ma bª¦du rzeczy-
wistego przekraczaj¡cego jego bª¡d na zbiorze trenuj¡cym o ponad ε, musimy wzi¡¢ pod
uwag¦, »e modelem naruszaj¡cym ten warunek mógªby by¢ którykolwiek model z prze-
strzeni H. Analogicznie jak w wyprowadzeniu dla spójnego uczenia si¦ wprowadzamy
wi¦c mno»nik |H| (teraz równie» zakªadaj¡c sko«czono±¢ przestrzeni modeli), gdy» mó-
wimy o alternatywie (sumie) zdarza« (pierwszy model ma zbyt du»y bª¡d lub drugi
model ma zbyt du»y bª¡d itd.). W rezultacie otrzymujemy ograniczenie prawdopodo-
bie«stwa �niepowodzenia� polegaj¡cego na tym, »e którykolwiek (przynajmniej jeden)
model z H ma zbyt du»y bª¡d.

� Ograniczamy przez δ:

|H|e−2mε2 ≤ δ

m ≥ 1

2ε2
(ln ‖H|+ ln

1

δ
)

ε ≥
√

1

2m
(ln ‖H|+ ln

1

δ
)
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Dalszy ci¡g wywodu jest ju» identyczny jak poprzednio. Ograniczaj¡c uzyskane praw-
dopodobie«stwo �niepowodzenia� przez δ uzyskujemy ograniczenie na liczb¦ przykªadów
m wystarczaj¡c¡ do zapewnienia, »e dla dowolnego modelu z przestrzeni hipotez jego
bª¡d rzeczywisty nie przekracza jego bª¦du na zbiorze trenuj¡cym o wi¦cej ni» ε, a tak»e
analogiczne ograniczenie na ε przy ustalonej liczbie przykªadów m.

� St¡d z prawdopodobie«stwem 1− δ:

eΩ,c(h) ≤ eT,c(h) +

√
1

2m
(ln ‖H|+ ln

1

δ
)

Bior¡c uzyskan¡ graniczn¡ warto±¢ ε mo»na ten ostatni wynik mo»na równie» przefor-
muªowa¢ do postaci nierówno±ci opisuj¡cej maksymalny poziom bª¦du rzeczywistego.

� Ograniczenie dotyczy to wszystkich modeli.

� Nie ma gwarancji, »e algorytm znajdzie najlepszy model.

Warto zauwa»y¢, »e w przedstawionym wywodzie nie zakªadali±my niczego na temat al-
gorytmu uczenia si¦, opieraj¡c si¦ na wªa±ciwo±ciach wszystkich modeli z przestrzeni H.
Wyprowadzone ograniczenia zachodz¡ dla dowolnego modelu, a wi¦c tak»e dla tego, jaki
zwróciªby jakikolwiek algorytm u»ywaj¡cy tej przestrzeni modeli. Poszczególne modele
z H mog¡ si¦ znacznie ró»ni¢ poziomem bª¦du i nie mamy »adnej gwarancji, »e algorytm
wybierze najlepsz¡ z nich � gwarancja dotyczy wyª¡cznie ró»nicy mi¦dzy bª¦dem rze-
czywistym a bª¦dem na zbiorze trenuj¡cym. Nawet jednak taka gwarancja jest bardzo
u»yteczna, gdy» stosuj¡c konkretny algorytmem mo»emy na podstawie jego bª¦du na
zbiorze trenuj¡cym okre±li¢ oczekiwania dotycz¡ce maksymalnego bª¦du rzeczywistego.

5 Wymiar Vapnika-Chervonenkisa

W przedstawionych wy»ej ograniczeniach dotycz¡cych spójnego uczenia si¦ oraz agno-
stycznego uczenia si¦ wyst¦puje rozmiar przestrzeni modeli, o której musieli±my zaªo»y¢,
»e jest sko«czona. W obu przypadkach rozmiar przestrzeni modeli mo»na traktowa¢ jako
charakterystyk¦ jej zªo»ono±ci, a tym samym zªo»ono±ci caªego procesu uczenia si¦. Im
wi¦ksza jest przestrze« modeli do przeszukania, tym wi¦cej przykªadów trenuj¡cych po-
trzeba, aby zagwarantowa¢ wymagany poziom bª¦du, a przy ustalonej liczbie przykªadów
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� tym wi¦kszego bª¦du mo»na oczekiwa¢. Jednak rozmiar przestrzeni modeli jest nie-
doskonaª¡ miar¡ jej zªo»ono±ci. Nie ma ona w ogóle zastosowania do niesko«czonych
przestrzeni modeli, a nawet dla sko«czonych przestrzeni modeli mo»e nie w peªni wªa-
±ciwie charakteryzowa¢ zªo»ono±¢. Doskonalsz¡ miar¡ zªo»ono±ci przestrzeni modeli jest
wymiar Vapnika-Chervonenkisa (wymiar VC).

5.1 De�nicja

� Dla k przykªadów i C = {0, 1} istnieje 2k mo»liwych etykietowa«.

� VC(H) � maksymalna warto±¢ k taka, »e istnieje k przykªadów z X, dla których
ka»de spo±ród 2k mo»liwych etykietowa« jest realizowane przez pewien model z H.

� VC(H) = ∞ je±li dla dowolnego k istnieje k przykªadów z X, dla których ka»de
spo±ród 2k mo»liwych etykietowa« jest realizowane przez pewien model z H.

� Miara zªo»ono±ci (pojemno±ci, siªy wyrazu) przestrzeni modeli lepsza ni» jej roz-
miar.

� Maksymalna liczba przykªadów, któr¡ na pewno mo»na dokªadnie klasy�kowa¢ dla
dowolnego poj¦cia c.

Wymiar VC charakteryzuje zªo»ono±¢ przestrzeni modeli nie na podstawie ich liczby,
lecz na podstawie maksymalnej liczby przykªadów daj¡cych si¦ dowolnie zerojedynkowo
etykietowa¢ (a wi¦c separowa¢) za pomoc¡ modeli z tej przestrzeni. Warto±ci¡ VC(H)
jest maksymalna taka liczba k, »e w dziedzinie da si¦ znale¹¢ k takich przykªadów,
»e ka»de spo±ród ich 2k mo»liwych zerojedynkowych etykietowa« jest realizowane przez
pewien model. Je±li k mo»e by¢ dowolnie du»e, to wymiar VC uznaje si¦ za niesko«czony.

Wymiar VC faktycznie oddaje �pojemno±¢� lub �siª¦ wyrazu� przestrzeni modeli, gdy»
jest to maksymalna liczba przykªadów, dla których na pewno da si¦ uzyska¢ dokªadn¡
klasy�kacj¦ za pomoc¡ pewnego modelu, niezale»nie od tego, jakie jest poj¦cie doce-
lowe c.

� Je±li VC(H) = k i przestrze«H jest sko«czona, to 2k ≤ |H|, czyli VC(H) ≤ log2 |H|.

Dla sko«czonych przestrzeni modeli wymiar VC jest równie» sko«czony i mo»e by¢ ogra-
niczony przez logarytm dwójkowy z jej rozmiaru.
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Wyznaczanie wymiaru VC nie zawsze jest proste. Zwykle nieco ªatwiej uzyska¢ jego
dolne ograniczenie (tzn. wskaza¢ pewn¡ warto±¢ k tak¡, »e istnieje k dowolnie etykieto-
walnych przykªadów, a wi¦c VC(H) ≥ k) ni» górne (tzn. wykaza¢, »e dla pewnego k »adne
k przykªadów nie da si¦ dowolnie etykietowa¢). Istniej¡ publikacje naukowe po±wi¦cone
wyznaczaniu wymiaru VC dla ró»nych interesuj¡cych przestrzeni modeli. Nas tutaj jed-
nak interesuje przede wszystkim lepsze intuicyjne zrozumienia, czym jest wymiar VC,
w zwi¡zku z tym wystarczy nam prze±ledzenie kilku niezbyt zªo»onych przykªadów.

Przykªad: prostok¡ty

n = 1 (przedziaªy na prostej): VC(H) = 2

n = 2 (prostok¡ty na pªaszczy¹nie): VC(H) = 4 (ªatwo wskaza¢ 4 punkty dla których
s¡ mo»liwe wszystkie etykietowania, ale nie jest to mo»liwe dla »adnych 5 punktów
� nie mo»na nada¢ innej etykiety czterem punktom le»¡cym na najmniejszym
prostok¡cie obejmuj¡cym wszystkie przykªady a innej pi¡temu punktowi)

n > 2 (hiperprostopadªo±ciany: VC(H) = 2n?

Przykªad: proste

n = 1 (podziaª prostej punktem): VC(H) = 2

n = 2 (podziaª pªaszczyzny prost¡): VC(H) = 3 (ªatwo wskaza¢ 3 punkty dla których
s¡ mo»liwe wszystkie etykietowania, ale nie jest to mo»liwe dla »adnych 4 punktów
� nie mo»na da¢ innej etykiety punktom le»¡cym na dwóch ró»nych przek¡tnych
czworok¡ta)

n > 2 (podziaª przestrzeni hiperpªaszczyzn¡: VC(H) = n+ 1?

Przykªad: sinus

Dziedzina: X = R, atrybut a1(x) = x.

Przestrze« modeli: H zawiera wszystkie modele reprezentowane przez funkcj¦ sinus :

h(x) =

{
1 je±li sin(αx) ≥ 0

0 w przeciwnym przypadku

dla dowolnie ustalonego parametru α.

Wymiar VC: dla dowolnego k przykªady 1
2
, 1

4
, . . . , 1

2k
mog¡ by¢ dowolnie etykietowane

modelami z H � a wi¦c VC(H) =∞.
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Przykªad przestrzeni modeli reprezentowanych przez funkcj¦ sinus podwa»a intuicj¦,
jak¡ mogªy nasuwa¢ wcze±niejsze przykªady, »e wymiar VC jest zawsze ±ci±le zwi¡zany
z liczb¡ parametrów niezb¦dn¡ do reprezentacji modeli (takich jak wspóªrz¦dne wierz-
choªków prostok¡ta lub hiperprostopadªo±cianu albo wspóªczynniki równania prostej lub
hiperpªaszczyzny). Tak mo»e cz¦sto by¢, lecz W przypadku funkcji sinus mamy jeden
parametr, który mo»e by¢ tak dobrany, aby dowolnie etykietowa¢ dowolnie wiele przy-
kªadów, co oznacza, »e wymiar VC jest niesko«czony.

Przykªad: koniunkcje

n = 3: VC(H) ≥ 3 (wszystkie etykietowania mo»liwe dla 100, 010, 001).

n > 3: VC(H) = n?

5.2 Zastosowanie

Wymiar VC mo»e by¢ u»yty jako miara zªo»ono±ci przestrzeni modeli do wyprowadze-
nia ogranicze« na wymagan¡ liczb¦ przykªadów dla scenariuszy spójnego uczenia si¦ i
agnostycznego uczenia si¦, zast¦puj¡c w tej roli rozmiar przestrzeni modeli i eliminuj¡c
zaªo»enie o jej sko«czono±ci. Wyprowadzenie tych ogranicze« jest bardziej zªo»one i nie
b¦dziemy go przedstawia¢, podaj¡c gotowe wyniki. Jednak ich interpretacja jest taka
sama, jak analogicznych wyników przedstawionych poprzednio.

Spójne uczenie si¦: do uzyskania przez spójny algorytm uczenia si¦ z prawdopodo-
bie«stwem co najmniej 1− δ model o bª¦dzie rzeczywistym nieprzekraczaj¡cym ε
wystarczy:

m ≥ 1

ε

(
4 log2

2

δ
+ 8VC(H) log2

13

ε

)
przykªadów trenuj¡cych.

Agnostyczne uczenie si¦: z prawdopodobie«stwem 1− δ:

eΩ,c(h) ≤ eT,c(h) +

√
1

m

(
VC(H)

(
ln

2m

VC(H)
+ 1
)

+ ln
4

δ

)

6 Podsumowanie wniosków z teorii

� Zbyt bogata przestrze« modeli � du»e |H| lub du»e VC(H) � zwi¦ksza ryzyko
nadmiernego dopasowania (potrzeba wi¦cej przykªadów trenuj¡cych, aby uzyska¢
z wystarczaj¡c¡ pewno±ci¡ wystarczaj¡co maªy bª¡d).
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� Zbyt uboga przestrze« modeli zwi¦ksza ryzyko niedopasowania (mniejsza szansa,
»e istnieje w model o wystarczaj¡co maªym bª¦dzie).

� Konieczna równowaga.

� W praktyce spójne uczenie si¦ zwykle nie jest po»¡dane, gdy» nie ma dost¦pu
do wystarczaj¡co wielu przykªadów trenuj¡cych, a cz¦sto nie jest tak»e mo»liwe,
gdy» u»ywana przestrze« modeli nie zawiera modelu o zerowym bª¦dzie na zbio-
rze trenuj¡cym (np. dlatego, »e zestaw dost¦pnych atrybutów nie wystarcza do
odró»niania przykªadów ró»nych klas).

� Praktyczne algorytmy mog¡ u»ywa¢ pojemnych przestrzeni modeli, lecz zmniejsza¢
efektywny wymiar VC przez dodatkowe mechanizmy ograniczaj¡ce nadmierne do-
pasowanie.

� Brzytwa Ockhama � preferencja dla prostych modeli.

Teoria indukcyjnego uczenia si¦ poj¦¢, której wybrane podstawowe elementy przed-
stawili±my, dostarcza pewnych istotnych gwarancji dotycz¡cych mo»liwo±ci uzyskania
modeli o maªym bª¦dzie. Dzi¦ki niej oczekiwanie, »e indukcyjne uczenie si¦ �dziaªa�, nie
jest oparte tylko na nadziei i intuicji, lecz równie» na pewnych twardszych podstawach.
Jednak intuicja tak»e mo»e korzysta¢ z tej teorii, pozwalaj¡c nam lepiej zrozumie¢, co
czyni zadanie uczenia si¦ �trudnym�. Okazuje si¦, »e �pojemne� przestrzenie modeli,
które mogªyby si¦ wydawa¢ korzystne jako zwi¦kszaj¡ce szans¦, »e zawieraj¡ odpowied-
nio dobre modele, zwi¦kszaj¡ zªo»ono±¢ uczenia si¦, wymagania na liczb¦ przykªadów i
ryzyko nadmiernego dopasowania.
Nasza dyskusja dotyczyªa dwóch scenariuszy uczenia si¦, spójnego i agnostycznego.

Spo±ród nich ten drugi jest bli»szy potrzeb praktycznych � spójne uczenie si¦ dla rze-
czywistych zada« jest cz¦sto niemo»liwe (je±li zbiór trenuj¡cy zawiera przykªady o jed-
nakowych warto±ciach atrybutów nale»¡ce do ró»nych klas), a tak»e cz¦sto niepo»¡dane
ze wzgl¦du na ryzyko nadmiernego dopasowania (je±li liczba przykªadów trenuj¡cych nie
jest na tyle du»a, aby bª¡d rzeczywisty mógª by¢ wystarczaj¡co maªy).
Praktyczne algorytmy niekiedy godz¡ u»ywanie bogatych przestrzeni modeli (o du-

»ym wymiarze VC) z ograniczeniem ryzyka nadmiernego dopasowania przez stosowa-
nie mechanizmów zabezpieczaj¡cych, które du»y �teoretyczny� wymiar VC redukuj¡ do
mniejszego �efektywnego� wymiaru. Takim mechanizmem mo»e by¢ np. preferencja dla
prostszych modeli, okre±lana jako zasada brzytwy Ockhama � co jest nawi¡zaniem do
±redniowiecznego �lozofa Wilhelma Ockhama, który wzywaª do preferowania prostszych
wyja±nie« pyta« meta�zycznych.
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