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Przedstawiony tutaj przegl¡d podstawowych miar jako±ci modeli ma sªu»y¢ jako po-
mocniczy materiaª uzupeªniaj¡cy skrócony przegl¡d prezentowany na wykªadzie 3 z
przedmiotu Zaawansowane uczenie maszynowe. Zawiera on zwi¦zªe podsumowanie naj-
wa»niejszych tre±ci w punktach oraz dodatkowy szerszy komentarz w ramkach.

1 Miary jako±ci klasy�kacji

Bª¡d klasy�kacji na zbiorze: cz¦sto±¢ pomyªek:

eS,c(h) =

∣∣{x ∈ S | h(x) 6= c(x)}
∣∣

|S|

Podstawow¡ miar¡ jako±ci klasy�kacji jest bª¡d klasy�kacji na zbiorze, czyli cz¦sto±¢,
z jak¡ predykcje modelu ró»ni¡ si¦ od prawdziwych klas. Zazwyczaj wyst¦puje jednak
potrzeba pogª¦bionej oceny jako±ci klasy�kacji, która nie ogranicza si¦ do wyznaczenia
cz¦sto±ci pomyªek (bª¦du), lecz bierze pod uwag¦ ich rozkªad. Mo»e nie by¢ oboj¦tne z
punktu widzenia u»yteczno±ci modelu, jak cz¦sto zdarzaj¡ si¦ pomyªki dla poszczegól-
nych klas. Zdarza si¦ tak zwªaszcza w zadaniach o charakterze diagnostycznym (takich
jak wykrywanie awarii, nadu»y¢, chorób itp.).

1.1 Macierz pomyªek

Macierz pomyªek na zbiorze S: CMS,c(h)[d1, d2] = |Sh=d1,c=d2|
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Macierz pomyªek (confusion matrix ) reprezentuje rozkªad pomyªek modelu na pewnym
zbiorze przykªadów. Jej wiersze i kolumny odpowiadaj¡ klasom, a w komórce na prze-
ci¦ciu wiersza odpowiadaj¡cego klasie d1 i kolumny odpowiadaj¡cej klasie d2 znajduje
liczba pomyªek polegaj¡cych na predykcji klasy d1 dla przykªadu, którego prawdziw¡
klas¡ jest d2.

Na podstawie macierzy pomyªek mo»na oczywi±cie ªatwo wyznaczy¢ bª¡d � jako iloraz
sumy elementów poza gªówn¡ przek¡tn¡ do sumy wszystkich elementów. Jednak istotne
korzy±ci przynosi dopiero uwzgl¦dnienie w ocenie jako±ci modelu niejednakowej cz¦sto±ci,
z jak¡ model �myli si¦� dla ró»nych klas.

Przypadek dwuklasowy:

c
h 0 1
0 TN FN
1 FP TP

Miary jako±ci oparte na macierzy pomyªek de�niuje si¦ zwykle dla klasy�kacji binarnej
(dwuklasowej). Jest to wprawdzie przypadek szczególny, ale odpowiadaj¡cy znacznej
cz¦±ci praktycznych zada« klasy�kacji o charakterze diagnostycznym, w których po-
trzeba analizy rozkªadu pomyªek wyst¦puje najcz¦±ciej. Zobaczymy równie» (ju» na
kolejnym wykªadzie), w jaki sposób miary jako±ci, które zostan¡ dalej przedstawione
i które dotycz¡ klasy�kacji dwuklasowej, mog¡ zosta¢ wykorzystane tak»e przy ocenie
modeli klasy�kacji wieloklasowej.

Wygodnie jest formuªowa¢ de�nicje miar jako±ci klasy�kacji opartych na macierzy po-
myªek z wykorzystaniem umownych, lecz przyj¦tych powszechnie nazw jej elementów:
TP (true positive, prawdziwe pozytywne), TN (true negative, prawdziwe negatywne),
FP (false positive, faªszywe pozytywne) i FN (false negative, faªszywe negatywne). Kon-
wencja polega na tym, »e drugi czªon nazwy (P/N, pozytywne/negatywne) oznacza
odpowiednio klas¦ 1 albo 0 przewidywan¡ przez model, a pierwszy czªon nazwy (T/F,
true/false, prawdziwe/faªszywe) � mówi o tym, czy ta przewidywana klasa jest zgodna
z klas¡ prawdziw¡. TP oznacza wi¦c liczb¦ przykªadów, które zostaªy przez model za-
klasy�kowane do klasy 1 i naprawd¦ nale»¡ do tej klasy, FP � liczb¦ przykªadów, które
zostaªy przez model zaklasy�kowane do klasy 1, lecz naprawd¦ nale»¡ do klasy 0, itd.

Jest kwesti¡ konwencji, któr¡ z dwóch klas w praktycznym zadaniu klasy�kacji uznaje
si¦ za pozytywn¡, a któr¡ za negatywn¡. Poniewa», jak zobaczymy, cz¦sto stosowane
miary jako±ci w pewnym sensie wyró»niaj¡ klas¦ pozytywn¡, naturalne jest uznanie za
pozytywn¡ klasy �bardziej interesuj¡cej� w rozwa»anym zastosowaniu, czyli takiej, do
której wykrywania ma sªu»y¢ model.
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1.2 Miary jako±ci oparte na macierzy pomyªek

bª¡d:
FP+ FN

TP+ TN+ FP+ FN

dokªadno±¢:
TP+ TN

TP+ TN+ FP+ FN

Dla porz¡dku mo»emy na podstawie macierzy pomyªek 2 × 2 zde�niowa¢ na pocz¡tek
bª¡d oraz jego dopeªnienie do 1, czyli dokªadno±¢. Bardziej interesuj¡ce s¡ jednak inne
miary, odzwierciedlaj¡ce ró»nice mi¦dzy liczb¡ pomyªek ró»nego rodzaju.

wspóªczynnik prawdziwych pozytywnych (true positive rate):

TP
TP+ FN

wspóªczynnik faªszywych pozytywnych (false positive rate):

FP
TN+ FP

Wspóªczynnik prawdziwych pozytywnych albo TP rate jest zde�niowany jako stosunek
liczby przykªadów pozytywnych prawidªowo klasy�kowanych jako pozytywne do liczby
wszystkich przykªadów pozytywnych. Mówi on o skuteczno±ci, z jak¡ model wykrywa
przykªady pozytywne, co jest zazwyczaj gªównym przedmiotem zainteresowania w zasto-
sowaniach diagnostycznych. Jego maksymalizacja mo»e by¢ jednak w trywialny sposób
osi¡gni¦ta przez bezu»yteczny model, który zawsze przewiduje klas¦ 1, a wi¦c nie mo»e
on by¢ jedyn¡ podstaw¡ oceny jako±ci.

Wska¹nikiem komplementarnym do TP rate jest wspóªczynnik faªszywych pozytywnych
(FP rate), który jest obliczany jako cz¦sto±¢ niepoprawnej predykcji klasy 1 dla przy-
kªadów w rzeczywisto±ci negatywnych. Ten wska¹nik powinien by¢ minimalizowany, a
mo»na to w trywialny sposób osi¡gn¡¢ przez predykcj¦ zawsze klasy 0.

Para wska¹ników TP rate i FP rate u»ywanych ª¡cznie jednak ju» bardzo dobrze cha-
rakteryzuje jako±¢ predykcji. Poniewa» wyst¦puje mi¦dzy nimi oczywista wymiana (po-
»¡dane zwi¦kszanie TP rate zwykle poci¡ga za sob¡ niepo»¡dane zwi¦kszanie FP rate,
po»¡dana redukcja FP rate zwykle poci¡ga za sob¡ niepo»¡dan¡ redukcj¦ TP rate), ko-
nieczne jest szukanie pewnego poziomu równowagi. Proste strategie mog¡ polega¢ na
naªo»eniu na jeden ze wska¹ników ograniczenia (np. warunku, aby FP rate nie przekra-
czaªo pewnego poziomu) i przy tym ograniczeniu optymalizowaniu drugiego (np. maksy-
malizacji TP rate). W dalszym ci¡gu wykªadu zobaczymy, »e szczególnie wygodne jest
poszukiwania takiego kompromisu z wykorzystaniem pewnej metody wizualizacji.
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odzysk (recall): = wspóªczynnik prawdziwych pozytywnych

precyzja (precision):
TP

TP+ FP

miara F : ±rednia harmoniczna precyzji i odzysku:

F =
1

1
recall

+ 1
precision

2

=
2 · recall · precision
recall+ precision

Inn¡ par¡ komplementarnych wska¹ników, które rozpatrywane ª¡cznie charakteryzuj¡
jako±¢ predykcji binarnych, jest para odzysk (recall) i precyzja (precision). Pierwszy
z nich jest synonimem TP rate. Drugi jest obliczany jako stosunek liczby przykªadów,
dla których model przewiduje klas¦ 1 i które faktycznie nale»¡ do tej klasy do liczby
wszystkich przykªadów, dla których model przewiduje klas¦ 1. Jest to wi¦c precyzja, z
jak¡ model �alarmuje� � warto±¢ mówi¡ca o tym, jak du»a cz¦±¢ �alarmów� (predykcji 1)
okazuje si¦ trafna.

W tym przypadku oba wska¹niki powinny by¢ maksymalizowane, co niekiedy mo»e by¢
wygodniejsze. Umo»liwia w szczególno±ci ªatwe zagregowanie ich do jednego wska¹nika,
zde�niowanego jako ich ±rednia. Przyj¦te jest jednak stosowanie w tym celu ±redniej har-
monicznej, na któr¡ wi¦kszy wpªyw ma mniejsza z dwóch u±rednianych warto±ci. �redni¡
harmoniczn¡ odzysku i precyzji nazywa si¦ miar¡ F (czasem F1 lub F1) i niekiedy wy-
korzystuje jako wygodne kryterium porównywania jako±ci modeli, chocia» oczywi±cie
kompresja macierzy pomyªek do jednego wska¹nika oznacza istotn¡ utrat¦ informacji
i modele o jednakowych warto±ciach miary F mog¡ mie¢ wci¡» istotnie ró»ny rozkªad
pomyªek.

czuªo±¢ (sensitivity): = wspóªczynnik prawdziwych pozytywnych

specy�czno±¢ (speci�city): = 1− wspóªczynnik faªszywych pozytywnych

Warto wspomnie¢ równie» o parze wska¹ników czuªo±¢ i specy�czno±¢, z których pierwszy
jest kolejnym synonimem TP rate, a drugi � dopeªnieniem do 1 FP rate. Jest to ró»nica
czysto techniczna i wska¹niki te nie wnosz¡ nic ponad to, czego dostarczaj¡ TP rate i
FP rate. Wspominamy o nich, gdy» mo»na jednak do±¢ cz¦sto spotka¢ je w literaturze
lub w oprogramowaniu do oceny jako±ci modeli.

1.3 Analiza ROC

Gra�czna metoda oceny jako±ci klasy�kacji: wizualizacja punktów pracy modeli
klasy�kacji za pomoc¡ punktów i krzywych w ukªadzie wspóªrz¦dnych
(TP rate [y],FP rate [x]).
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Analiza ROC (receiver operating characteristic � metoda wywodzi si¦ z bada« dotycz¡-
cych detekcji obiektów na podstawie sygnaªów radarowych prowadzonych w czasie II
wojny ±wiatowej) jest metod¡ uªatwiaj¡c¡ ±ledzenie wymiany i poszukiwanie kompro-
misu mi¦dzy TP rate i FP rate, a tak»e porównywanie modeli. Wska¹niki te odpowiadaj¡
w tym podej±ciu osiom kartezja«skiego ukªadu wspóªrz¦dnych (TP rate � o± y, FP rate
� o± x).

Predykcja klas: pojedynczy punkt.

Je±li ocenie na pewnym zbiorze danych podlega model dokonuj¡cy predykcji klas, to
uzyskane warto±ci TP rate i FP rate s¡ reprezentowane przez jeden punt na pªaszczy¹nie
ROC.

Predykcja probabilistyczna: krzywa (ªamana) ª¡cz¡ca punkty odpowiadaj¡ce ró»nym
progom odci¦cia P (1|x).

W przypadku, gdy oceniany jest model dokonuj¡cy predykcji probabilistycznych, stosu-
j¡c ró»ne progowe warto±ci prawdopodobie«stwa P (1|x), powy»ej których przykªadowi
przypisywana jest klasa 1, otrzymuje si¦ ró»ne etykietowania przykªadów i odpowiednio
ró»ne warto±ci wska¹ników TP rate i FP rate. Ka»da osi¡galna przy przesuwaniu progu
odci¦cia mi¦dzy 0 a 1 para warto±ci TP rate, FP rate reprezentuje pewien mo»liwy
punkt pracy modelu klasy�kacji. Zaznaczaj¡c wszystkie osi¡galne punkty pracy i ª¡cz¡c
je odcinkami otrzymujemy tzw. krzyw¡ ROC (w rzeczywisto±ci ªaman¡). Stanowi ona
wizualn¡ reprezentacj¦ jako±ci klasy�kacji probabilistycznego modelu klasy�kacji.

�ci±le rzecz bior¡c, analiz¦ ROC mo»na zreszt¡ prowadzi¢ dla dowolnych modeli gene-
ruj¡cych predykcje liczbowe, które sªu»¡ do przypisania binarnych etykiet klas na pod-
stawie porównania z pewnym progiem � nie jest konieczne, aby te liczbowe predykcje
mie±ciªy si¦ w przedziale [0, 1] i miaªy interpretacj¦ probabilistyczn¡, chocia» najcz¦±ciej
tak si¦ wªa±nie przyjmuje.

Liczba punktów pracy: powi¦kszona o 1 liczba ró»nych warto±ci P (1|x).

Na ka»dym wykresie ROC s¡ przynajmniej dwa skrajne punktu (0, 0) i (1, 1). Wszystkich
mo»liwych punktów pracy na krzywej ROC jest tyle, ile wynosi liczba ró»nych warto±ci
P (1|x) powi¦kszona o 1. Model (oczywi±cie bezu»yteczny), który wszystkim przykªadom
przypisuje jednakow¡ warto±¢ tego prawdopodobie«stwa, ma tylko dwa punkty pracy:
(0, 0) i (1, 1), a jego krzywa ROC przebiega przez przek¡tn¡ kwadratu jednostkowego.
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Podobny przebieg ma krzywa dla modelu, który generuje losowe predykcje prawdopodo-
bie«stw, pozbawione jakiegokolwiek zwi¡zku z prawdziwymi klasami. Wówczas ka»demu
wzrost TP rate towarzyszy mniej wi¦cej taki sam wzrost FP rate (z dokªadno±ci¡ do lo-
sowych odchyªek) i krzywa ROC oscyluje wokóª przek¡tnej. Krzywe ROC dla modeli
o ponadlosowej jako±ci predykcji s¡ poªo»one powy»ej gªównej przek¡tnej � ich punkty
pracy charakteryzuj¡ si¦ wy»sz¡ warto±ci¡ TP rate ni» FP rate. Z kolei krzywe ROC
znajduj¡ce si¦ zdecydowanie poni»ej gªównej przek¡tnej zwykle wskazuj¡ na techniczny
bª¡d etykietowania (zamian¦ etykiet klas pozytywnej i negatywnej) przy sporz¡dzaniu
wykresu.

Rys. 1 przedstawia przykªadow¡ krzyw¡ ROC dla modelu o wysokiej jako±ci predykcji
oraz dla modelu generuj¡cego losowe predykcje.
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Rysunek 1: Przykªadowe krzywa ROC dla modelu o wysokiej jako±ci predykcji i dla
modelu generuj¡cego losowe predykcje.

Zagregowana ocena predykcji probabilistycznych: pole pod krzyw¡ ROC (AUC) �
interpretowane jako prawdopodobie«stwo, »e losowo wybrany przykªad klasy 1
uzyska wi¦ksze P (1|x) ni» losowo wybrany przykªad klasy 0.
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Mówi¡c nieformalnie, korzystne s¡ krzywe poªo»one � jak najwy»ej� i szybko rosn¡ce
� wówczas uzyskiwany jest znacz¡cy przyrost TP rate przy do±¢ niewielkim wzro±cie
FP rate. Cz¦sto stosowan¡ zagregowan¡ miar¡ jako±ci wszystkich osi¡galnych punktów
pracy jest pole pod krzyw¡ ROC, tzn. AUC (area under curve).

Pole pod krzyw¡ ROC ma do±¢ intuicyjn¡ interpretacj¦: reprezentuje ono prawdopo-
dobie«stwo tego, »e losowy wybrany przykªad klasy 1 uzyska wedªug modelu wy»sz¡
warto±¢ P (1|x) ni» losowo wybrany przykªad klasy 0. W typowych zastosowaniach
uznaje si¦ za �dobre� lub �bardzo dobre� modele o warto±ciach AUC powy»ej 0.85, za
�do±¢ dobre� modele o warto±ciach AUC powy»ej 0.7, s¡ to jednak tylko orientacyjne
wskazania. W stosunkowo ªatwych zadaniach predykcyjnych i przy wysokim poziomie
wymaga« jako±ci predykcji nawet poziom 0.9 mo»e nie by¢ zadowalaj¡cy, a w przypadku
predykcji dotycz¡cej zjawisk bardzo trudno przewidywalnych nawet ledwie ponadlosowy
poziom AUC ok. 0.6 mo»e by¢ czasem uwa»any za sukces.

Warto zauwa»y¢, »e nie zawsze model o najwy»szej warto±ci AUC osi¡ga najbardziej
preferowany punkt pracy � model o nieco ni»szej warto±ci AUC mo»e w pocz¡tkowej
cz¦±ci krzywej mie¢ przewag¦. Niekiedy stosuje si¦ do oceny modeli warto±¢ AUC ogra-
niczon¡ do zakresu �potencjalnie u»ytecznych� punktów pracy, dla których FP rate nie
przekracza 0.5.

Sporz¡dzanie wykresu: sortowanie wedªug P (1|x), wyznaczanie zmiany TP i FP przy
ka»dej zmianie progu odci¦cia.

�R¦czne� sporz¡dzanie wykresu ROC (oczywi±cie dla miniaturowych zbiorów danych)
jest do±¢ proste. Wystarczy zbiór danych uporz¡dkowa¢ wedªug warto±ci P (1|x) (np.
niemalej¡co) oraz rozwa»a¢ kolejno mo»liwe progi odci¦cia w zakresie od 0 do 1 (w
dowolnym kierunku). W celu identy�kacji wszystkich mo»liwych po±rednich punktów
pracy dla ka»dej pary s¡siednich ró»nych warto±ci P (1|x) nale»y rozwa»y¢ jeden próg
odci¦cia poªo»ony mi¦dzy nimi.

Je±li zaczniemy od minimalnego progu odci¦cia, to odpowiada mu punkt (1, 1) � dla
wszystkich przykªadów przewidywane prawdopodobie«stwo klasy 1 przekracza próg, a
wi¦c wszystkie otrzymuj¡ przewidywan¡ klas¦ 1, co powoduje uzyskanie maksymalnych
warto±ci TP rate i FP rate równych 1. Odpowiednio TP (liczba wszystkich przykªadów
pozytywnych poprawnie klasy�kowanych jako pozytywne) jest równe liczbie wszystkich
przykªadów klasy 1, a FP (liczba wszystkich negatywnych niepoprawnie klasy�kowanych
jako pozytywne) jest równa liczbie wszystkich przykªadów klasy 0.

Nast¦pnie nale»y przesun¡¢ si¦ z progiem odci¦cia do kolejnej mo»liwej warto±ci, co
powoduje zmian¦ przewidywanej klasy (z 1 na 0) dla jednego lub wi¦kszej liczby przy-
kªadów. Te z nich, które maj¡ prawdziw¡ klas¦ 1, pomniejszaj¡ TP, za± te o prawdziwej
klasie 0 � pomniejszaj¡ FP. Skorygowane TP i FP umo»liwiaj¡ wyznaczenie warto±ci
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wska¹ników TP rate i FP rate dla uzyskanego nowego punktu pracy. Post¦puj¡c dalej
w ten sam sposób docieramy w ko«cu do maksymalnego progu odci¦cia, któremu od-
powiada punkt (0, 0) � dla wszystkich przykªadów przewidywane prawdopodobie«stwo
klasy 1 nie przekracza progu, a wi¦c wszystkie otrzymuj¡ przewidywan¡ klas¦ 0, co
powoduje uzyskanie minimalnych warto±ci TP rate i FP rate równych 0.

Rys. 2 przedstawia przykªadow¡ krzyw¡ ROC dla modelu z o±mioma punktami pracy,
uzyskan¡ na podstawie warto±ci P (1|x) i klas przedstawionych w zamieszczonej obok
tabeli.

P (1|x) c(x)
0.1 0
0.1 0
0.3 1
0.4 0
0.5 0
0.5 1
0.6 1
0.7 0
0.9 1
0.9 1
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Rysunek 2: Przykªadowa krzywa ROC dla modelu z o±mioma punktami pracy.

2 Miary jako±ci regresji

Model regresji ma za zadanie przybli»a¢ warto±ci funkcji docelowej. Jako±¢ tego przy-
bli»enia nie b¦dzie ju» oceniana przez zliczanie lub estymowanie prawdopodobie«stwa
pomyªek, lecz raczej na podstawie ró»nic mi¦dzy prawdziwymi i przewidywanymi war-
to±ciami, które nazywane s¡ residuami b¡d¹ resztami modelu.
Podane miary jako±ci regresji mog¡ by¢ wyznaczane na dowolnym zbiorze danych,

na którym znane s¡ prawdziwe warto±ci funkcji docelowej. Oczywi±cie jednak, gdy
interesuje nas ocena oczekiwanej jako±ci modelu na nowych danych, powinien to by¢
zbiór rozª¡czny ze zbiorem trenuj¡cym. Taka ocena jest prowadzona przez zastosowanie
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takich samych procedur oceny, jakie omawiali±my przy okazji modeli klasy�kacji (np.
holdout lub k-CV).

Residuum (reszta): ró»nica f(x)− h(x).

Bª¡d bezwzgl¦dny (MAE, mean absolute error):

maeS,f (h) =
1

|S|
∑
x∈S

|f(x)− h(x)|

Bª¡d ±redniokwadratowy (MSE, mean square error):

mseS,f (h) =
1

|S|
∑
x∈S

(f(x)− h(x))2

Podstawowe miary jako±ci regresji oparte na agregowaniu residuów to bª¡d bezwzgl¦dny
(MAE) i bª¡d ±redniokwadratowy (MSE). Pierwszy jest ±redni¡ warto±ci bezwzgl¦dnych
residuów, a drugi � ±redni¡ kwadratów residuów uzyskanych na zbiorze przykªadów, na
którym przeprowadzana jest ocena. Bª¡d ±redniokwadratowy w wi¦kszym stopniu �ka-
rze� du»e ró»nice, a w dodatku ma lepsze wªa±ciwo±ci analityczne (ró»niczkowalno±¢,
która jest wykorzystywana przez niektóre algorytmy), co powoduje, »e jest cz¦±ciej sto-
sowany.

Pierwiastek bª¦du ±redniokwadratowego (RMSE, root mean square error):

rmseS,f (h) =
√
mseS,f (h)

W celu ªatwiejszej interpretacji bª¦du ±redniokwadratowego czasem podaje si¦ jego pier-
wiastek (RMSE). Je±li predykcja dotyczy wielko±ci wyra»onych w pewnych jednostkach
(�zycznych, monetarnych itp.), to MSE wyra»a bª¡d w kwadratach tych jednostek, a
RMSE sprowadza go ponownie do pierwotnych jednostek. Ma to jednak oczywi±cie zna-
czenie tylko do celów prezentacji oceny jako±ci modeli, a nie wpªywa na to, który z
porównywanych modeli b¦dzie uznany za lepszy.

Bª¡d wzgl¦dny (RAE, relative absolute error):

raeS,f (h) =

∑
x∈S |f(x)− h(x)|∑

x∈S |f(x)−mS(f)|
=

maeS,f (h)
1
|S|
∑

x∈S |f(x)−mS(f)|
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Wspóªczynnik determinacji:

R2
S,f (h) = 1−

∑
x∈S(f(x)− h(x))2∑

x∈S(f(x)−mS(f))2
= 1− |S|mseS,f (h)

(|S| − 1)s2S(f)

�atwiejszej interpretacji sªu»y bª¡d wzgl¦dny (RAE), który jest zde�niowany jako ilo-
raz ±redniego bª¦du bezwzgl¦dnego i ±redniej bezwzgl¦dnej ró»nicy mi¦dzy warto±ciami
atrybutu docelowego a ich ±redni¡. W ten sposób jako±¢ predykcji za pomoc¡ modelu
jest normalizowana za pomoc¡ jako±ci predykcji za pomoc¡ ±redniej. Warto±ci bliskie 1
lub powy»ej 1 wskazuj¡ na bezu»yteczny model.

W podobny sposób bª¡d ±redniokwadratowy mo»e by¢ normalizowany za pomoc¡ wa-
riancji, tzn. suma kwadratów ró»nic mi¦dzy warto±ciami prawdziwymi i przewidywanymi
mo»e by¢ podzielona mi¦dzy sum¦ kwadratów ró»nic mi¦dzy warto±ciami prawdziwymi
a ich ±redni¡. Przyj¦te jest stosowanie dopeªnienia do 1 tego ilorazu, nazywane wspóª-
czynnikiem determinacji. Mimo zwyczajowego oznaczenia R2 warto±¢ tego wspóªczyn-
nika mo»e by¢ ujemna je±li model przewiduje gorzej ni» ±rednia. Warto±ci bliskie 0 lub
ujemne wskazuj¡ na bezu»yteczne modele, a warto±ci bliskie 1 na niemal doskonaª¡ pre-
dykcj¦. O wspóªczynniku determinacji mówi si¦, »e wyra»a �cz¦±¢ wariancji atrybutu
docelowego obja±nian¡ przez model�.

�rednia strata:
1

|S|
∑
x∈S

L(f(x), h(x))

gdzie L � funkcja straty, np.:

L(f(x), h(x)) = (f(x)− h(x))2 � strata kwadratowa

L(f(x), h(x)) = |f(x)− h(x)| � strata bezwzgl¦dna

L(f(x), h(x)) = Ih(x)6=f(x) � strata zero-jedynkowa

(Iwarunek oznacza indykator równy 1 gdy warunek jest speªniony i 0 w przeciwnym
przypadku)

Bª¡d ±redniokwadratowy i ±redni bª¡d bezwzgl¦dny s¡ oparte na sumowaniu kwadratów
b¡d¹ bezwzgl¦dnych warto±ci residuów. Mo»na je traktowa¢ jako szczególne przypadki
tzw. straty, która wyra»a udziaª predykcji dla poszczególnych przykªadów w ocenie ja-
ko±ci modelu. W ogólno±ci funkcja straty dla prawdziwej warto±ci f(x) i przewidywanej
warto±ci h(x) wyra»a liczbowy koszt zwi¡zany z t¡ predykcj¡ przy tej prawdziwej war-
to±ci, czyli jest odpowiednikiem kosztów pomyªek rozwa»anych przez nas wcze±niej dla
modeli klasy�kacji. Szczególne przypadku funkcji straty to wªa±nie strata kwadratowa
(kwadrat ró»nicy f(x) − h(x)) oraz strata bezwzgl¦dna (warto±¢ bezwzgl¦dna ró»nicy
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f(x) − h(x)). Bª¡d ±redniokwadratowy to ±rednia warto±¢ straty kwadratowej, a bª¡d
bezwzgl¦dny � ±rednia warto±¢ straty bezwzgl¦dnej.

Zauwa»my, »e funkcj¦ straty mo»emy równie» stosowa¢ w przypadku zada« klasy�kacji.
W szczególno±ci tzw. strata zerojedynkowa, która jest równa 1 gdy f(x) 6= h(x) i 0 gdy
f(x) = h(x) odpowiada ocenie modelu klasy�kacji za pomoc¡ bª¦du klasy�kacji (bª¡d
klasy�kacji to ±rednia warto±¢ straty zerojedynkowej).

Korelacja: wspóªczynnik korelacji liniowej lub rangowej mi¦dzy warto±ciami f i h.

W roli miary jako±ci modelu regresji bywa czasem tak»e stosowany wspóªczynnik kore-
lacji liniowej lub rangowej mi¦dzy warto±ciami prawdziwymi i przewidywanymi. Ma to
uzasadnienie, kiedy o przydatno±ci modelu do przewidywanego zastosowania nie decy-
duje wielko±¢ ró»nic mi¦dzy f i h, lecz to, czy model trafnie rozró»nia warto±ci wi¦ksze
i mniejsze. Taka potrzeba wyst¦puje w zastosowaniach, w których model regresji ma
np. rozró»nia¢ mi¦dzy przykªadami (np. pracownikami, sklepami, urz¡dzeniami, instala-
cjami przemysªowymi itp.) �lepszymi� i �gorszymi� ze wzgl¦du na pewn¡ miar¦ jako±ci
(np. wydajno±¢ pracy, wielko±¢ produkcji, wielko±¢ sprzeda»y itp.).
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