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Przedstawiony tutaj przegl¡d podstawowych algorytmów uczenia si¦ ma sªu»y¢ jako
pomocniczy materiaª uzupeªniaj¡cy skrócony przegl¡d prezentowany na wykªadach 2 i 3
z przedmiotu Zaawansowane uczenie maszynowe. Zawiera on zwi¦zªe podsumowanie
najwa»niejszych tre±ci w punktach oraz dodatkowy szerszy komentarz w ramkach.

1 Drzewa decyzyjne

Drzewa decyzyjne s¡ prost¡ metod¡ reprezentacji modeli do uczenia si¦ poj¦¢ dostoso-
wan¡ do wymogów praktycznych zastosowa«. Poniewa» algorytmy u»ywaj¡ce tej repre-
zentacji � nazywane algorytmami indukcji drzew decyzyjnych � zwykle u»ywaj¡ równie»
podobnych mechanizmów tworzenia modeli, terminem �drzewa decyzyjne� okre±la si¦
potocznie cz¦sto nie tylko modele, lecz tak»e te algorytmy. Nale»¡ one do najcz¦±ciej
u»ywanych algorytmów uczenia si¦ poj¦¢.

1.1 Reprezentacja modeli

W¦zªy: podziaªy (testy) na podstawie warunków dotycz¡cych warto±ci atrybutów t :
X → Rt.

Gaª¦zie: dla ka»dego wyniku r ∈ Rt podziaªu t w w¦¹le prowadz¡ z tego w¦zªa do jego
w¦zªów potomnych.

Li±cie: klasy lub prawdopodobie«stwa klas.
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Drzewo decyzyjne jest rekurencyjn¡ struktur¡ zªo»on¡ z w¦zªów i li±ci. W¦zªy repre-
zentuj¡ podziaªy (zbioru trenuj¡cego i dziedziny) dokonywane na podstawie pewnych
warunków, nazywanych tak»e testami. Test mo»emy traktowa¢ jako funkcj¦ t, która
ka»demu przykªadowi przypisuje jeden z mo»liwych wyników podziaªu Rt. Szczegól-
nie popularne s¡ podziaªy binarne o dwóch wynikach, lecz mog¡ by¢ tak»e stosowane
podziaªy wielowarto±ciowe. Ka»demu mo»liwemu wynikowi podziaªu odpowiada jedna
gaª¡¹ wychodz¡ca z w¦zªa i prowadz¡ca do w¦zªa lub li±cia na ni»szym poziomie.

O li±ciach zaªo»ymy, »e zawieraj¡ etykiety klas, przypisywane przykªadom w czasie pre-
dykcji. Zwykle s¡ tam równie» przechowywane prawdopodobie«stwa poszczególnych
klas, umo»liwiaj¡ce predykcj¦ probabilistyczn¡.

Proces predykcji: przykªad x propagowany od korzenia drzewa do li±cia ±cie»k¡ wyzna-
czan¡ przez wyniki podziaªów w kolejnych odwiedzonych w¦zªach t1(x), t2(x), . . . ,
klasa z osi¡gni¦tego li±cia jest warto±ci¡ h(x).

Predykcja za pomoc¡ drzewa decyzyjnego polega na propagacji przykªadu od korzenia
drzewa do pewnego li±cia, którego klasa staje si¦ wynikiem predykcji. W ka»dym w¦¹le
do przykªadu stosowany jest podziaª, którego wynik wyznacza w¦zeª lub li±¢, do którego
przykªad tra�a schodz¡c ni»ej.

Dekompozycja dziedziny/zbioru danych: z ka»dym w¦zªem lub li±ciem n jest zwi¡-
zany odpowiedni podzbiór Xn dziedziny X i odpowiedni podzbiór Sn dowolnego
zbioru danych S, zawieraj¡cy przykªady, które docieraj¡ do tego w¦zªa lub li±cia,
je±li s¡ propagowane z korzenia drzewa ±cie»kami wyznaczanymi przez wyniki ko-
lejnych podziaªów.

Drzewo decyzyjne mo»na interpretowa¢ jako reprezentacj¦ dekompozycji zbioru trenu-
j¡cego i dziedziny na podzbiory (regiony), wyznaczan¡ przez podziaªy w w¦zªach. Z
ka»dym w¦zªem mo»na zwi¡za¢ odpowiedni podzbiór zbioru trenuj¡cego i dziedziny,
zªo»ony z przykªadów, które do tego w¦zªa docieraj¡, gdy propaguje si¦ je w dóª od
korzenia.

Typy podziaªów dla atrybutów dyskretnych:

wielowarto±ciowe na podstawie warto±ci atrybutu: t(x) = a(x)

binarne na podstawie równo±ci:

t(x) =

{
1 je»eli a(x) = v

0 w przeciwnym przypadku
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wielowarto±ciowe na podstawie podzbiorów warto±ci atrybutu:

t(x) =


1 je»eli a(x) ∈ V1
2 je»eli a(x) ∈ V2
. . .

k je»eli a(x) ∈ Vk

binarne na podstawie przynale»no±ci do zbioru:

t(x) =

{
1 je»eli a(x) ∈ V
0 w przeciwnym przypadku

Typy podziaªów dla atrybutów ci¡gªych:

binarne na podstawie nierówno±ci:

t(x) =

{
1 je»eli a(x) ≤ v

0 w przeciwnym przypadku

wielowarto±ciowe na podstawie przedziaªów warto±ci atrybutu:

t(x) =


1 je»eli a(x) ∈ (−∞, v1]
2 je»eli a(x) ∈ (v1, v2]

. . .

k je»eli a(x) ∈ (vk−1,∞)

Podziaª jest funkcj¡ de�niowan¡ na podstawie warto±ci atrybutów opisuj¡cych przy-
kªady. Tutaj ograniczamy si¦ do podziaªów opartych na pojedynczych atrybutach, jakie
s¡ stosowane przez praktycznie wszystkie implementacje b¦d¡ce w powszechnym u»yciu.
Podziaªy u»ywaj¡ce wielu atrybutów mog¡ upro±ci¢ drzewo, lecz zwi¦kszaj¡ zªo»ono±¢
algorytmu budowy drzewa.

Mo»liwe typy podziaªów zale»¡ od typów atrybutów. Najcz¦±ciej stosowane z nich s¡
wymienione wy»ej. Zwykle stosuje si¦ albo wyª¡cznie podziaªy binarne, albo wielowar-
to±ciowe � nie mieszaj¡c ich w ramach tego samego drzewa.

Wymiar VC: niesko«czony dla atrybutów ci¡gªych, równy liczbie wszystkich mo»liwych
ró»nych wektorów warto±ci atrybutów dla atrybutów dyskretnych � ryzyko nad-
miernego dopasowania.
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Przestrze« modeli reprezentowanych za pomoc¡ drzew decyzyjnych jest �pojemna�. Bu-
duj¡c odpowiednio gª¦bokie drzewo mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ sekwencji podziaªów do-
wolne warunki przynale»no±ci przykªadów do klas, oparte na sprawdzaniu warto±ci atry-
butów. Oznacza to zatem, »e dowolnie wiele ró»nych przykªadów (o ró»nych warto±ciach
atrybutów) mo»na poetykietowa¢ na wszystkie mo»liwe sposoby. Wymiar VC tej prze-
strzeni modeli jest wi¦c równy liczbie wszystkich ró»nych wektorów warto±ci atrybutów,
je±li u»ywane s¡ wyª¡cznie atrybuty dyskretne, a staje si¦ niesko«czony w przypadku
u»ycia atrybutów ci¡gªych. Jest to wi¦c bardzo pojemna przestrze« modeli, co zwi¦k-
sza ryzyko nadmiernego dopasowania. Jednak dzi¦ki mechanizmom ograniczaj¡cym to
ryzyko efektywny wymiar VC staje si¦ ni»szy, gdy» algorytmy budowy drzew decyzyj-
nych dzi¦ki stosowanym ograniczeniom nie wykorzystuj¡ caªej �pojemno±ci� przestrzeni
modeli.

Zauwa»my przy okazji, »e w przypadku dziedziny na której okre±lone s¡ dwa atrybuty
ci¡gªe oraz dla zbioru klas C = {0, 1} przestrze« modeli reprezentowanych przez drzewa
decyzyjne jest nadzbiorem rozwa»anej w przykªadach dotycz¡cych obliczeniowej teorii
uczenia si¦ przestrzeni modeli reprezentowanych przez prostok¡ty o bokach równolegªych
do osi ukªadu wspóªrz¦dnych. Faktycznie, dla dowolnego takiego prostok¡ta bez trudu
mo»na wskaza¢ reprezentuj¡ce go drzewo, zawieraj¡ce cztery podziaªy. Zademonstrowa-
nie tego pozostawiamy jako ¢wiczenie.

1.2 Zst¦puj¡ca budowa drzewa

• Sekwencja decyzji:

kryterium stopu: w¦zeª czy li±¢?

wybór klasy dla li±cia: jaka predykcja najlepsza w li±ciu?

wybór podziaªu dla w¦zªa: jaki podziaª najlepszy w w¦¹le?

• Ten sam schemat powtarzany dla korzenia drzewa, jego w¦zªów potomnych, ich
w¦zªów potomnych itd.

Proces budowy drzewa stosowany w typowych algorytmach jest zst¦puj¡cy: zaczyna
si¦ od korzenia, któremu odpowiada caªy zbiór trenuj¡cy, i rozbudowuje drzewo stosuj¡c
sekwencj¦ operacji podejmowania decyzji: czy utworzy¢ w¦zeª czy li±¢, jak¡ klas¦ umie-
±ci¢ w li±ciu, oraz jaki podziaª zastosowa¢ w w¦¹le. W przypadku decyzji o utworzeniu
w¦zªa wybierany jest dla niego podziaª, a ka»demu wynikowi tego podziaªu odpowiada
gaª¡¹ prowadz¡ca do kolejnego w¦zªa lub li±cia (przy czym zbiór przykªadów odpowia-
daj¡cych temu w¦zªowi lub li±ciowi stanowi podzbiór zbioru z w¦zªa macierzystego za-
w¦»ony do przykªadów, dla których podziaª daje wynik odpowiadaj¡cy tej gaª¦zi). Dla
ka»dego z nowo utworzonych w¦zªów/li±ci ponownie stosuje si¦ kryterium stopu (aby
rozstrzygn¡¢, czy faktycznie b¦dzie w¦zªem czy li±ciem), itd.
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Chocia» jest popularne formuªowanie algorytmów budowy drzewa w sposób rekuren-
cyjny, równie dobrze mo»na przyj¡¢ inne sformuªowanie (np. iteracj¦ z kolejk¡ w¦zªów).

1.3 Kryterium stopu

Kontekst:

• w¦zeª n,

• zbiór przykªadów trenuj¡cych Tn.

Jednolita klasa: Tn zawiera przykªady dokªadnie jednej klasy (wybieranej jako klasa
dla li±cia).

Brak przykªadów: Tn = ∅ (klasa dla li±cia z w¦zªa macierzystego).

Brak mo»liwo±ci podziaªu: ka»dy mo»liwy podziaª osi¡ga dla Tn tylko jeden wynik
(nie dzieli).

Warianty rozlu¹nione: dominacja jednej klasy, maªa liczba przykªadów, najlepszy po-
dziaª zbyt sªaby.

Wpªyw na wªa±ciwo±ci drzewa: kryteria stopu (w nierozlu¹nionej postaci) gwarantuj¡
minimalizacj¦ bª¦du na zbiorze trenuj¡cym.

Kryterium stopu odpowiada za podj¦cie decyzji, czy dla pewnego zbioru przykªadów
nale»y utworzy¢ li±¢ (czyli przypisa¢ mu przewidywan¡ klas¦), czy w¦zeª (czyli dalej go
podzieli¢). Wybór klasy dla tworzonego li±cia wi¡»e si¦ bezpo±rednio z warunkami, przy
których jest on tworzony, wi¦c mo»e by¢ przedstawiony ª¡cznie z kryteriami stopu.
Wymienione wy»ej kryteria maj¡ posta¢ najbardziej restrykcyjn¡ � tworz¡ li±¢ wtedy,

gdy stosowanie dalszych podziaªów jest ponad wszelk¡ w¡tpliwo±¢ bezzasadne. Zatem
w¦zeª n powinien niew¡tpliwie sta¢ si¦ li±ciem, je±li odpowiadaj¡cy mu podzbiór zbioru
trenuj¡cego Tn zawiera przykªady dokªadnie jednej klasy (nie ma sensu dzieli¢, gdy»
ewentualny podziaª nie mo»e zmieni¢ predykcji drzewa), je±li jest zbiorem pustym lub
zbiorem, którego za pomoc¡ dost¦pnych podziaªów nie da si¦ podzieli¢ (tzn. ka»dy do-
st¦pny podziaª przypisuje wszystkim przykªadom ten sam wynik, czyli ich nie rozdziela).
Ta ostatnia sytuacja w istocie oznacza, »e dost¦pny zestaw atrybutów nie jest wystar-
czaj¡cy do peªnej separacji klas, tzn. w zbiorze trenuj¡cym wyst¦puj¡ identycznie �wy-
gl¡daj¡ce� przykªady o ró»nych klasach. Jest to zjawisko zupeªnie normalne, a nawet
cz¦ste w rzeczywistych zbiorach danych.
Ka»de z tych restrykcyjnych kryteriów stopu mo»na rozlu¹ni¢, aby dziaªaªo wcze±niej

i ograniczaªo rozrost drzewa. Zwykle si¦ to robi, aby ograniczy¢ ryzyko nadmiernego
dopasowania (a tak»e zaoszcz¦dzi¢ na obliczeniach). Mo»na wi¦c dobór kryteriów stopu

5



traktowa¢ jako jeden z mechanizmów zapobiegania nadmiernemu dopasowaniu drzew
decyzyjnych.
Warto zauwa»y¢, »e kryteria stopu w restrykcyjnej postaci zapewniaj¡ maksymalny

mo»liwy poziom dopasowania do danych trenuj¡cych (tzn. minimalny mo»liwy do osi¡-
gni¦cia bª¡d na zbiorze trenuj¡cym), bez wzgl¦du na to, jak wybierane s¡ podziaªy.
Bª¦dnie klasy�kowane przykªady trenuj¡ce pojawi¡ si¦ tylko w li±ciach tworzonych ze
wzgl¦du na brak mo»liwo±ci podziaªu, czyli w przypadku nieodró»nialnych przykªadów
o ró»nych klasach. Je±li wi¦c rol¡ kryteriów stopu jest kontrolowania poziomu dopaso-
wania drzewa do danych trenuj¡cych, to wybór podziaªu musi peªni¢ inn¡ rol¦, o której
b¦dzie mowa dalej.
Niekiedy stosowanym uzupeªniaj¡cym kryterium stopu jest ograniczenie maksymalnej

gª¦boko±ci drzewa. Podobnie jak rozlu¹nione warianty wcze±niej dyskutowanych kryte-
riów, ogranicza ono poziom dopasowania do danych trenuj¡cych.

1.4 Kryterium wyboru podziaªu

Jak widzieli±my, kryteria stopu s¡ odpowiedzialne za poziom dopasowania drzewa de-
cyzyjnego do danych i w restrykcyjnej postaci zapewniaj¡ minimalny mo»liwy bª¡d na
zbiorze trenuj¡cym bez wzgl¦du na sposób wybierania podziaªów. Rol¡ kryterium wy-
boru podziaªu nie jest wi¦c kontrolowanie poziomu dopasowania do danych, lecz wpªywa-
nie na struktur¦ drzewa przy okre±lonym (przez kryteria stopu) poziomie dopasowania.

Motywacja: preferencja dla prostych drzew ograniczaj¡ca ryzyko nadmiernego dopaso-
wania.

Istniej¡ powody, aby spo±ród ró»nych jednakowo dopasowanych drzew preferowa¢ drzewa
prostsze, co jest zastosowaniem zasady brzytwy Ockhama. Podczas budowy prostszych
drzew � o mniejszej liczbie poziomów i o krótszych ±cie»kach � podejmowana jest mniej-
sza liczba decyzji, a wi¦c mniejsze jest ryzyko, »e niektóre z nich mog¡ by¢ niewªa±ciwe.
Podobnie, mniejsza liczba decyzji jest podejmowana podczas predykcji za pomoc¡ prost-
szych drzew. Uwa»a si¦, »e zazwyczaj sprzyja to redukcji ryzyka nadmiernego dopa-
sowania, a wi¦c � przy jednakowym bª¦dzie na zbiorze trenuj¡cym � zmniejsza bª¡d
rzeczywisty (oczekiwany bª¡d na nowych danych). Nie zawsze musi tak by¢ i mo»na
znale¹¢ kontrprzykªady, ale dla wi¦kszo±ci rzeczywistych zbiorów danych mo»na uzna¢
preferencj¦ dla prostszych drzew za skuteczn¡.

Realizacja: ocena jako±ci podziaªów na podstawie nieczysto±ci rozkªadu klas po po-
dziale, wybór najlepszego podziaªu w ka»dym w¦¹le (ze sko«czonego zbioru kan-
dydatów).
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Metod¡ realizacji preferencji dla prostszych drzew jest wybieranie podziaªów, które �skra-
caj¡ ±cie»ki� w drzewie, a wi¦c przybli»aj¡ moment speªnienia kryteriów stopu i utworze-
nia li±ci. Oczywi±cie wiod¡cym kryterium stopu jest to, które dotyczy uzyskania jedno-
litej klasy, i to jemu podporz¡dkowany jest wybór podziaªu. Standardow¡ praktyk¡ jest
przy tym preferowanie podziaªów, które pozwalaj¡ uzyska¢ najmniejsz¡ �nieczysto±¢�
klas po podziale, gdy» to oznaczana przybli»enie sytuacji, w której zostanie speªnione
kryterium stopu. Du»a �nieczysto±¢� lub nierównomierno±¢ rozkªadu klas oznacza sy-
tuacj¦, w której klasa dominuj¡ca ma znaczn¡ przewag¦ i pozostaªe klasy wyst¦puj¡
rzadko.

Kontekst:

• w¦zeª n,

• zbiór przykªadów trenuj¡cych Tn,

• rozwa»any podziaª t : X → Rt,

• dla ka»dego wyniku podziaªu r ∈ Rt odpowiedni podzbiór przykªadów trenu-
j¡cych Tn,t=r = {x ∈ Tn | t(x) = r}.

Entropia warunkowa: dla w¦zªa n, podziaªu t:

ETn,t=r(c) =
∑
d∈C

−PTn,t=r(c = d) logPTn,t=r(c = d)

ETn(c|t) =
∑
r∈Rt

|Tn,t=r|
|Tn|

ETn,t=r(c)

gdzie

PTn,t=r(c = d) =
|Tn,t=r,c=d|
|Tn,t=r|

Oceniaj¡c podziaª t przeznaczony do u»ycia w w¦¹le n, któremu odpowiada podzbiór
przykªadów trenuj¡cych Tn, powinni±my rozwa»y¢ wszystkie wyniki tego podziaªu r ∈ Rt

i zmierzy¢ �nieczysto±¢� klas w odpowiadaj¡cych im podzbiorach Tn,t=r.

Jedn¡ z najcz¦±ciej stosowanych miar �nieczysto±ci� jest znana z teorii informacji entro-
pia, obliczana jako suma zanegowanych iloczynów prawdopodobie«stw klas i ich logaryt-
mów. Podstawa logarytmu nie ma znaczenia (jej zmiana sprowadza si¦ do skalowania),
o ile pozostaje ustalona. W obliczeniach przyjmuje si¦ 0 log 0 = 0.

Wyznaczaj¡c entropi¦ dla ka»dego z podzbiorów wyznaczonych przez podziaª, a nast¦p-
nie ±redni¡ wa»on¡ uzyskanych wyników (z wagami okre±lonymi jako liczba przykªadów
w podzbiorach, |Tn,t=r|), otrzymujemy w istocie tzw. entropi¦ warunkow¡ klas pod wa-
runkiem zastosowania podziaªu. Im mniejsza jest jej warto±¢, tym ±rednio mniejsza
�nieczysto±¢� klas po podziale, a wi¦c tym lepszy podziaª.
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Redukcja nieczysto±ci w wyniku podziaªu:

∆ETn(c|t) = ETn(c)− ETn(c|t)

Wybór podziaªu: minimalizacja nieczysto±ci po podziale (równowa»nie: maksymaliza-
cja redukcji nieczysto±ci w wyniku podziaªu).

Po»¡dany efekt �skracania ±cie»ek� w drzewie przybli»a wybieranie podziaªów o mini-
malnej �nieczysto±ci� klas po podziale (a wi¦c np. o minimalnej entropii warunkowej lub
o minimalnym warunkowym indeksie Giniego). Równowa»nie, mo»na wzi¡¢ pod uwag¦
redukcj¦ �nieczysto±ci� jako ró»nic¦ �nieczysto±ci� przed podziaªem i po podziale. W
przypadku entropii byªaby to ró»nica mi¦dzy bezwarunkow¡ i warunkow¡ entropi¡ (i
analogicznie dla indeksu Giniego). Taka redukcja powinna by¢ maksymalizowana. Do-
datkow¡ zalet¡ wyznaczenia redukcji �nieczysto±ci� jest mo»liwo±¢ sprawdzenia, czy i w
jakim stopniu jest ona wi¦ksza od 0, tzn. czy oceniany podziaª faktycznie wydaje si¦
przynosi¢ popraw¦. Warunek, »e dla najlepszego podziaªu redukcja �nieczysto±ci� klas
jest zerowa (lub mniejsza od pewnej ustalonej minimalnej warto±ci), mógªby stanowi¢
dodatkowe kryterium stopu (rezygnacja z dalszego dzielenia, je±li najlepszy dost¦pny
podziaª jest zbyt sªaby).

Przykªad: pogoda

Budowa drzewa decyzyjnego na podstawie zbioru trenuj¡cego:
x outlook temperature humidity wind play

1 sunny hot high normal no

2 sunny hot high high no

3 overcast hot high normal yes

4 rainy mild high normal yes

5 rainy cold normal normal yes

6 rainy cold normal high no

7 overcast cold normal high yes

8 sunny mild high normal no

9 sunny cold normal normal yes

10 rainy mild normal normal yes

11 sunny mild normal high yes

12 overcast mild high high yes

13 overcast hot normal normal yes

14 rainy mild high high no

Zaªó»my, »e w roli podziaªów b¦d¡ u»ywane bezpo±rednio atrybuty (podziaªy wielo-
warto±ciowe na podstawie warto±ci atrybutu). Mamy wi¦c podziaªy outlook i tempe-

rature o trzech mo»liwych wynikach oraz podziaªy humidity i wind o dwóch mo»liwych
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wynikach. Ponadto przyjmijmy, »e stosowane s¡ restrykcyjne kryteria stopu, zgodnie z
którymi li±cie tworzy si¦ po uzyskaniu jednolitych klas (o ile to mo»liwe).
Rozwa»my wybór podziaªu dla korzenia drzewa, w którym mamy Tn = T . Dla po-

dziaªu outlook mamy, stosuj¡c logarytmy dwójkowe:

EToutlook=sunny
(c) = − 2

5
log2

2

5
− 3

5
log2

3

5
≈ 0.971

EToutlook=overcast
(c) = − 4

4
log2

4

4
− 0

4
log2

0

4
= 0

EToutlook=rainy
(c) = − 3

5
log2

3

5
− 2

5
log2

2

5
≈ 0.971

Na tej podstawie mo»na obliczy¢ entropi¦ warunkow¡:

ET (c|outlook) =
5

14
· 0.971 +

4

14
· 0 +

5

14
· 0.971 ≈ 0.694

W podobny sposób nale»y oceni¢ pozostaªe podziaªy i wybra¢ najlepszy z nich (o
minimalnej entropii warunkowej), a nast¦pnie zastosowa¢ wybrany podziaª i przej±¢ do
sprawdzenia kryterium stopu oraz ewentualnie wyboru podziaªu dla utworzonych w¦-
zªów potomnych. Zakªadaj¡c, »e w korzeniu drzewa b¦dzie wybrany podziaª outlook,
otrzymamy li±¢ potomny dla gaª¦zi outlook=overcast (s¡ tam wyª¡cznie przykªady klasy
yes) oraz w¦zªy potomne dla gaª¦zi outlook=sunny i outlook=rainy, dla ka»dej z któ-
rych trzeba b¦dzie przeprowadzi¢ wybór podziaªu. Kontynuacja przykªadu pozostaje do
doko«czenia samodzielnego jako ¢wiczenie.

1.5 Wªa±ciwo±ci drzew decyzyjnych

• Zwykle dobra jako±¢ predykcji (chocia» cz¦sto inne algorytmy daj¡ nieco lepsze
modele).

• Reprezentacja modeli czytelna dla czªowieka.

• Podatne na nadmierne dopasowanie � konieczne staranne dobranie kryteriów stopu
lub zastosowanie przycinania.

Drzewa decyzyjne osi¡gaj¡ zazwyczaj do±¢ dobr¡ jako±¢ predykcji, chocia» znane s¡
algorytmy tworz¡ce cz¦sto lepsze modele. Jednak, w przeciwie«stwie do nich, drzewa
maj¡ prost¡ struktur¦, nadaj¡c¡ si¦ do bezpo±redniej interpretacji przez czªowieka.
Drzewa decyzyjne s¡ do±¢ efektywne obliczeniowo i stosunkowo ªatwe w u»yciu. Szcze-

gólnej uwagi wymaga jednak, ze wzgl¦du na ich du»¡ podatno±¢ na nadmierne dopasowa-
nie, dostrojenie parametrów kontroluj¡cych kryteria stopu lub zastosowanie przycinania.
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W gªównym nurcie wykªadów ZUM b¦dzie mowa wªa±nie o metodach przycinania drzew,
a tak»e o obsªudze brakuj¡cych warto±ci atrybutów i o wariantach drzew sªu»¡cych do
zadania regresji.

2 Naiwny klasy�kator bayesowski

Naiwny klasy�kator bayesowski jest najprostszym reprezentantem algorytmów uczenia
si¦ opartych na probabilistycznym wnioskowaniu wykorzystuj¡cym dobrze znany wzór
Bayesa z rachunku prawdopodobie«stwa, pochodz¡cy z pracy Thomasa Bayesa z 1763
roku.

Wzór Bayesa:

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (B)

Zastosowanie do predykcji prawdopodobie«stw klas:

P (d|x) = P (c = d | a1 = a1(x), a2 = a2(x), . . . , an = an(x))

Wzór Bayesa które opisuje zwi¡zek mi¦dzy prawdopodobie«stwem warunkowym pew-
nego zdarzenia a jego prawdopodobie«stwem bezwarunkowym. Mo»e by¢ on traktowany
jako zapis mechanizmu wnioskowania, w którym zdarzenie A reprezentuje pewn¡ hipo-
tez¦, a zdarzenie B � fakty b¡d¹ obserwacje, które t¦ hipotez¦ mog¡ uprawdopodabnia¢
lub unieprawdopodabnia¢. Wówczas prawdopodobie«stwo P (A) nazywane jest praw-
dopodobie«stwem a priori, a prawdopodobie«stwo P (A|B) � prawdopodobie«stwem a

posteriori.

Zastosowanie wzoru Bayesa do zadania klasy�kacji mo»e polega¢ na wyznaczeniu praw-
dopodobie«stwa pewnej klasy d dla pewnego przykªadu x, czyli P (d|x). W bardziej
rozwini¦tym zapisie, przedstawionym wy»ej, w jawny sposób przedstawiona jest jego in-
terpretacja: chodzi o prawdopodobie«stwo tego, »e klas¡ pewnego przykªadu jest klasa
d, je±li wiadomo, »e warto±ci atrybutów tego przykªadu s¡ równe a1(x), a2(x), . . . , an(x),
czyli takie, jak dla przykªadu x.

Prawdopodobie«stwo klasy na podstawie warto±ci atrybutów:

P (c = d | a1 = v1, . . . , an = vn)

=
P (c = d)P (a1 = v1, . . . , an = vn | c = d)

P (a1 = v1, . . . , an = vn)
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Pisz¡c dalej krótko v1, v2, . . . , vn w miejsce a1(x), a2(x), . . . , an(x) oraz korzystaj¡c ze
wzoru Bayesa mo»emy interesuj¡ce nas prawdopodobie«stwo przedstawi¢ w postaci
uªamka jak wy»ej. Przyjrzymy si¦ teraz poszczególnym wyst¦puj¡cym w nim prawdo-
podobie«stwom i rozwa»ymy mo»liwo±¢ ich wyznaczenia na podstawie pewnego zbioru
trenuj¡cego T .

Prawdopodobie«stwo a priori klasy:

P (c = d) = PT (c = d) =
|Tc=d|
|T |

Prawdopodobie«stwo a priori klasy mo»e by¢ bezpo±rednio estymowane na podstawie
zbioru trenuj¡cego w zwykªy sposób. Klasy mog¡ by¢ niezrównowa»one, lecz mo»na
zaªo»y¢, »e wszystkie s¡ reprezentowane w zbiorze trenuj¡cym wystarczaj¡co licznie,
aby taka estymacja byªa wystarczaj¡ca.

Zaªo»enie o niezale»no±ci:

P (a1 = v1, . . . , an = vn | c = d) =
n∏

i=1

P (ai = vi|c = d)

�¡czne prawdopodobie«stwo warunkowe warto±ci wszystkich atrybutów przy danej kla-
sie nie mo»e by¢ ju» bezpo±rednio estymowane ze zbioru trenuj¡cego. Nie mo»na re-
alistycznie zakªada¢, »e ten zbiór jest na tyle du»y, aby znalazªa si¦ w nim wystarcza-
j¡co liczna reprezentacja ka»dej kombinacji warto±ci atrybutów w ramach ka»dej klasy
do wiarygodnej estymacji ich prawdopodobie«stw. W rzeczywistych zbiorach danych
mo»na si¦ spodziewa¢, »e wiele mo»liwych kombinacji warto±ci atrybutów w ogóle nie
wyst¡pi, niektóre wyst¡pi¡ jednokrotnie, i tylko nieliczne wi¦cej ni» raz. Aby wyznaczy¢
to prawdopodobie«stwo przyjmuje si¦ zatem inne zaªo»enie � o warunkowej niezale»no-
±ci atrybutów wzgl¦dem klas (tzn. »e w ramach ka»dej klasy atrybuty s¡ niezale»ne).
Zaªo»enie to pozwala wyznaczy¢ ª¡czne prawdopodobie«stwo warunkowe dla wszystkich
atrybutów jako iloczyn warunkowych prawdopodobie«stw dla pojedynczych atrybutów.
Zaªo»enie to jest zazwyczaj niespeªnione, a jego �naiwne� przyjmowanie jest wyja±nie-
niem nazwy algorytmu.

Przyjmuj¡c niespeªnione zaªo»enie powodujemy, »e wyznaczane na jego podstawie praw-
dopodobie«stwa nie s¡ poprawne. Nie musi to jednak wyklucza¢, »e oka»¡ si¦ one wy-
starczaj¡ce do skutecznej klasy�kacji.

Prawdopodobie«stwo warunkowe warto±ci atrybutu:

P (ai = vi|c = d) = PTc=d
(ai = vi) =

|Tc=d,ai=vi|
|Tc=d|
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Prawdopodobie«stwo warto±ci jednego atrybutu przy danej klasie, mo»e by¢ ju» bezpo-
±rednio estymowane na podstawie zbioru trenuj¡cego. Zaªó»my na razie, »e b¦dzie to
standardowa estymacja cz¦sto±ciowa, jak zapisana wy»ej. W ten sposób zostaª okre±lony
sposób wyznaczenia licznika uªamka uzyskanego po zastosowaniu wzoru Bayesa.

Mianownik:

P (a1 = v1, . . . , an = vn) =
∑
d∈C

P (c = d)P (a1 = v1, . . . , an = vn | c = d)

W przypadku mianownika wzoru Bayesa nale»y powstrzyma¢ si¦ przed pokus¡ ponow-
nego skorzystania z zaªo»enia o niezale»no±ci, tym razem w mocniejszej formie (ju»
bezwzgl¦dnej a nie wzgl¦dem klas), które tak»e zazwyczaj byªoby niespeªnione i którego
przyj¦cie byªoby dodatkowym czynnikiem sprzyjaj¡cym niepoprawnej predykcji. Lep-
szym pomysªem jest skorzystanie z mianownika jako okazji do wymuszenia, aby praw-
dopodobie«stwa wyznaczone dla tego samego przykªadu (wektora warto±ci atrybutów),
ale ró»nych klas, sumowaªy si¦ do 1. Wówczas mianownik staje si¦ po prostu staª¡
normalizuj¡c¡, któr¡ � jak zapisano wy»ej � mo»na wyznaczy¢ jako sum¦ liczników dla
wszystkich klas. Oczywi±cie w przypadku, gdy predykcja polega na przypisaniu przy-
kªadom najbardziej prawdopodobnych klas, wyznaczanie mianownika mo»na caªkowicie
pomin¡¢, gdy» do ich wyboru wystarczy porównanie warto±ci licznika.

Zestaw prawdopodobie«stw P (c = d) dla wszystkich klas oraz P (ai = vi|c = d) dla
wszystkich atrybutów, warto±ci i klas stanowi reprezentacj¦ modelu naiwnego klasy�ka-
tora bayesowskiego. Jak ªatwo zauwa»y¢, do jej wyznaczenia wystarcza jeden przebieg
przez zbiór trenuj¡cy, w trakcie którego aktualizowane s¡ odpowiednie liczniki. Jest to
wi¦c algorytm o niskiej zªo»ono±ci obliczeniowej, ªatwy do implementacji i mo»liwy do
zrównoleglenia w trywialny sposób.

U»ycie modelu do predykcji jest jeszcze prostsze. Dla przykªadu do klasy�kacji x wy-
starczy wybra¢ prawdopodobie«stwa P (ai = vi|c = d) dla vi = ai(x) oraz wyznaczy¢ na
podstawie ich iloczynu P (c = d | a1 = v1, . . . , an = vn).

2.1 Prawdopodobie«stwa zerowe i prawie zerowe

Staªa warto±¢ dodatnia: P (ai = vi|c = d) = ε je±li Tc=d,ai=vi = ∅.

Wygªadzanie Cestnika (m-estymacja):

P (ai = vi|c = d) =
|Tc=d,ai=vi |+mp

|Tc=d|+m
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(zwykle p = 1
|Ai|)

Wygªadzanie Laplace'a:

P (ai = vi|c = d) =
|Tc=d,ai=vi |+ l

|Tc=d|+ l|Ai|

�atwo zauwa»y¢, »e uzyskanie zerowej warto±ci któregokolwiek z prawdopodobie«stw
P (ai = vi|c = d) poci¡ga za sob¡ uznanie, »e klasa d ma zerowe prawdopodobie«stwo
dla klasy�kowanego przykªadu. Jest to radykalny i pochopny wniosek. W dodatku
w sytuacji, gdy taka zerowa warto±¢ pojawi si¦ dla ka»dej klasy (a nie byªoby niczym
dziwnym, gdyby dla ka»dej klasy okazaªo si¦, »e jaka± warto±¢ atrybutu ani razy nie
wyst¦puje w zbiorze trenuj¡cym), jakakolwiek sensowna klasy�kacja przykªadu staªaby
si¦ niemo»liwa. W zwi¡zku warto±ci zerowe prawdopodobie«stw musz¡ wyeliminowane.
Najprostsz¡ technik¡ byªoby ich zast¡pienie pewn¡ maª¡ staª¡ dodatni¡, ale lepsz¡ mo»-
liwo±¢ daj¡ znane nam z wykªadu 2 wygªadzone estymatory prawdopodobie«stwa, w
wariancie Cestnika lub Laplace'a. Parametr kontroluj¡cy wygªadzanie staje si¦ parame-
trem algorytmu.

Logarytm prawdopodobie«stwa: mniejsze ryzyko bª¦dów numerycznych przy mno»e-
niu maªych prawdopodobie«stw:

log

(
P (c = d)

n∏
i=1

P (ai = ai(x)|c = d)

)

= logP (c = d) +
n∑

i=1

logP (ai = ai(x)|c = d)

Cz¦sto stosowan¡ technik¡ jest wyznaczanie logarytmu prawdopodobie«stwa klas, co
pozwala zast¡pi¢ mno»enie dodawaniem logarytmów i zmniejszy¢ ryzyko problemów
numerycznych.

2.2 Atrybuty ci¡gªe

Funkcja g¦sto±ci: zast¡pienie P (ai = vi|c = d) przez gd,i(vi), gdzie gd,i jest funkcj¡ g¦-
sto±ci atrybutu ai w klasie d � najcz¦±ciej zakªadany rozkªad normalny, parametry
estymowane jako mTc=d

(ai) i sTc=d
(ai).

Dyskretyzacja: cz¦sto lepsze, chocia» bardziej pracochªonne podej±cie.
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Naiwny klasy�kator bayesowski w podstawowym wariancie zakªada, »e atrybuty s¡
dyskretne i ma sens estymowanie prawdopodobie«stw P (ai = vi|c = d). Dla atrybutów
ci¡gªych mo»na to prawdopodobie«stwo zast¡pi¢ warto±ci¡ funkcji g¦sto±ci. Wymaga
to ustalenia pewnej rodziny rozkªadów prawdopodobie«stwa (w praktyce � zawsze lub
niemal zawsze rozkªad normalny) oraz estymacji jego parametrów (±redniej i odchyle-
nia standardowego warto±ci atrybutu ai dla przykªadów klasy d). Podej±cie to mo»e si¦
sprawdza¢ dobrze, je±li rozkªad atrybutu jest faktycznie taki, jak zakªadany. W przeciw-
nym przypadku zwykle bardziej skuteczne jest przeprowadzenie dyskretyzacji atrybutów
ci¡gªych (o metodach, które mog¡ by¢ w tym celu zastosowane, b¦dzie mowa w drugiej
cz¦±ci semestru).

2.3 Obsªuga brakuj¡cych warto±ci

Tworzenie modelu: pomijanie brakuj¡cych warto±ci przy estymacji prawdopodo-
bie«stw P (ai = vi|c = d),

Predykcja: pomijanie prawdopodobie«stw P (ai = vi|c = d) je±li warto±¢ ai nie jest
znana dla klasy�kowanego przykªadu.

Omawiaj¡c drzewa decyzyjne prezentowali±my stosowane w nich metody obsªugi bra-
kuj¡cych warto±ci atrybutów. W przypadku naiwnego klasy�katora bayesowskiego
mo»na sobie z nimi poradzi¢ w du»o prostszy sposób. Przy tworzeniu modelu, tzn.
estymacji prawdopodobie«stw P (ai = vi|c = d), wystarczy przykªady o brakuj¡cych
warto±ciach atrybutu ai pomin¡¢. Z kolei stosuj¡c model nale»y w obliczanym iloczynie
prawdopodobie«stw pomin¡¢ czynnik P (ai = vi|c = d), je±li warto±¢ atrybutu ai nie jest
znana.

2.4 Wªa±ciwo±ci

• Prosty koncepcyjnie, implementacyjnie i obliczeniowo.

• Odporny na nadmierne dopasowanie.

• Niewymagaj¡cy strojenia parametrów.

• Naruszenie zaªo»enia o niezale»no±ci nie wyklucza warto±ci predykcyjnej, chocia»
predykcje prawdopodobie«stw klas nie s¡ skalibrowane.

• Skuteczny je±li:

� trzeba uwzgl¦dni¢ nieznaczny wpªyw znacznej liczby atrybutów (np. klasy�-
kacja tekstu),

� liczba przykªadów jest stosunkowo maªa w porównaniu z liczb¡ atrybutów,
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� wyst¦puj¡ liczne brakuj¡ce warto±ci.

Naiwny klasy�kator bayesowski mo»e by¢ uznany za najprostszy algorytm klasy�ka-
cji, który jest w stanie dostarcza¢ u»ytecznej jako±ci predykcji. Prosta zasada dziaªa-
nia, ªatwo±¢ implementacji i efektywno±¢ obliczeniowa mog¡ zach¦ca¢ do jego u»ywania,
przynajmniej po to, aby porówna¢ go z innymi bardziej wyra�nowanymi algorytmami.
Jego du»¡ zalet¡ jest znaczna odporno±¢ na nadmierne dopasowanie i brak konieczno±ci
podejmowania jakichkolwiek ±rodków w celu jego unikni¦cia. Modele tworzone tym al-
gorytmem maj¡ raczej tendencj¦ do niewystarczaj¡cego ni» nadmiernego dopasowania.
Wygodn¡ cech¡ jest tak»e brak konieczno±ci strojenia parametrów algorytmu.
Zwykle niestety modele uzyskiwane za pomoc¡ naiwnego klasy�katora bayesowskiego

nie mog¡ dorówna¢ modelom uzyskiwanym za pomoc¡ bardziej zªo»onych algorytmów,
co mo»na uzna¢ za jedn¡ z konsekwencji przyj¦cia niespeªnionego zaªo»enia o niezale»-
no±ci. Predykcje probabilistyczne naiwnego klasy�katora bayesowskiego nie s¡ skalibro-
wane, podobnie jak w przypadku drzew decyzyjnych, chocia» z innych przyczyn. Nie
wyklucza jednak to ich warto±ci predykcyjnej � niepoprawne prawdopodobie«stwa wci¡»
mog¡ by¢ podstaw¡ do dobrej klasy�kacji.
Zastosowania, w których naiwny klasy�kator bayesowski okazuje si¦ najbardziej sku-

teczny, charakteryzuj¡ si¦ cz¦sto z jednej strony du»¡ liczb¡ atrybutów, a z drugiej
strony brakiem na tyle silnych zale»no±ci, aby do predykcji klasy dla pewnego przykªadu
wystarczyªo si¦ opiera¢ na warto±ciach niewielkiej liczby spo±ród nich. W przypadku
drzew decyzyjnych, nawet je±li atrybutów s¡ dziesi¡tki lub setki, przy klasy�kacji jed-
nego przykªadu na jednej ±cie»ce od korzenia do li±cia zwykle wykorzystuje si¦ ich nie
wi¦cej ni» kilka. Nie zawsze jednak sprawdzenie warto±ci kilku atrybutów wystarczy do
predykcji klasy. Je±li tak nie jest i ka»dy lub prawie ka»dy z wielu atrybutów musi by¢
uwzgl¦dniony, naiwny klasy�kator bayesowski mo»e okaza¢ si¦ atrakcyjn¡ alternatyw¡.
Jest on szczególnie cz¦sto z dobrymi efektami u»ywany m.in. do klasy�kacji tekstu, gdzie
atrybuty odpowiadaj¡ sªowom wyst¦puj¡cym w zbiorze dokumentów i ich liczba si¦ga
cz¦sto od kilkuset nawet do wielu tysi¦cy.
W gªównym nurcie wykªadów ZUM b¦d¡ przedstawione �nie caªkiem naiwne� warianty

naiwnego klasy�katora bayesowskiego oparte na sieciach bayesowskich.

3 Modele liniowe

Algorytmy uczenia si¦ wykorzystuj¡ce reprezentacj¦ modeli za pomoc¡ liniowej kombi-
nacji warto±ci atrybutów s¡ szeroko stosowane w zadaniach regresji i klasy�kacji. Tutaj
przyjrzymy si¦ najprostszym algorytmom opartym na reprezentacji liniowej.
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3.1 Regresja liniowa

W podstawowej postaci reprezentacja liniowa sªu»y do zadania regresji i od tego przy-
padku zaczynamy.

Funkcja reprezentacji:

h(x) =
n∑

i=1

wiai(x) + wn+1 =
n+1∑
i=1

wiai(x) = w ◦ a(x)

gdzie w � wektor parametrów w1, w2, . . . , wn, wn+1, a(x) � wektor warto±ci (ci¡-
gªych) atrybutów a1(x), a2(x), . . . , an(x), an+1(x), przy czym an+1(x) ≡ 1, ◦ � sym-
bol iloczynu skalarnego.

Dla liniowego model regresji predykcja jest obliczana jako liniowa kombinacja warto±ci
atrybutów i parametrów modelu. O atrybutach zakªadamy w tym przypadku, »e s¡
ci¡gªe. Liczba parametrów modelu liniowego jest o 1 wi¦ksza od liczby atrybutów �
parametr wn+1 jest skªadnikiem staªym (przesuni¦ciem). Dla wygody i zwi¦zªo±ci zapisu
umówimy si¦ teraz, »e zestaw atrybutów b¦dzie rozszerzony o dodatkowy atrybut an+1

stale równy 1, co pozwala wª¡czy¢ skªadnik staªy modelu do sumy iloczynów warto±ci
atrybutów i parametrów. Zauwa»my tak»e, »e traktuj¡c warto±ci wszystkich atrybutów
dla przykªadu x, a1(x), a2(x), . . . , an(x), an+1(x), jako wektor a(x) i odpowiednio war-
to±ci parametrów w1, w2, . . . , wn, wn+1 jako wektor w, mo»emy predykcj¦ modelu h(x)
przedstawi¢ jako iloczyn skalarny wektorów a(x) i w.

Estymacja parametrów: minimalizacja bª¦du na zbiorze trenuj¡cym:

ET,f (h) =
1

2

∑
x∈T

(f(x)− h(x))2

Rozwa»my zagadnienie doboru parametrów dla liniowego modelu regresji, zakªadaj¡c,
»e celem jest minimalizacja bª¦du ±redniokwadratowego na zbiorze trenuj¡cym. Dla
technicznej wygody wykorzystamy jednak jego zmody�kowan¡ posta¢, w której suma
kwadratów residuów jest dzielona nie przez liczb¦ przykªadów, lecz przez 2. Nie ma to
oczywi±cie »adnego znaczenia z punktu widzenia tego, jaki model powstaje, gdy» zmiana
polega wyª¡cznie na innym wspóªczynniku skaluj¡cym, a prowadzi do wi¦kszej wygody
i elegancji zapisu.

Zadanie doboru parametrów minimalizuj¡cych bª¡d na zbiorze trenuj¡cym jest zadaniem
optymalizacji numerycznej i istnieje szereg metod, które mog¡ by¢ do tego zastosowane.
Prostym standardowym podej±ciem jest np. zastosowanie metody spadku gradientu.
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Reguªa spadku gradientu:

w := w + β (−∇wET,f (h))

gdzie 0 < β < 1 � rozmiar kroku.

Metoda spadku gradientu w podstawowym wariancie polega na mody�kowaniu wek-
tora parametrów minimalizowanej funkcji przez jego przesuni¦cie w kierunku, w którym
spada jej warto±¢. W naszym przypadku minimalizowany ma by¢ bª¡d, a wektorem
jest wektor parametrów modelu. Kierunek spadku bª¦du wyznacza jego zanegowany
gradient (wektor pochodnych cz¡stkowych) wzgl¦dem parametrów. Pojedyncz¡ mody�-
kacj¦ wektora parametrów opisuje przedstawione wy»ej reguªa, w której rozmiar kroku
β kontroluje wielko±¢ przeprowadzanej mody�kacji.

Gradient bª¦du:

∇wET,f (h) =
∑
x∈T

(f(x)− h(x))(−∇wh(x))

Gradient bª¦du wzgl¦dem parametrów modelu mo»e by¢ przez ró»niczkowanie funkcji
kwadratowej przeksztaªcony do powy»szej postaci, w której wyst¦puje gradient predyk-
cji modelu wzgl¦dem jego parametrów. Jego posta¢ jest ju» oczywi±cie zale»na od sto-
sowanej dla modelu funkcji reprezentacji, o której w tym momencie trzeba zaªo»y¢, »e
jest ró»niczkowalna. Przy okazji wida¢ cel u»ycia mno»nika 1

2
zamiast 1

|T | w zmody�-
kowanym wzorze na bª¡d � upro±ciª si¦ on z czynnikiem 2 uzyskanym z ró»niczkowania
funkcji kwadratowej.

Gradient funkcji reprezentacji: ∇wh(x) = a(x).

Reguªa aktualizacji parametrów:

w := w + β(f(x)− h(x))a(x)

Tryb stosowania: iteracyjnie, wielokrotnie dla wszystkich przykªadów (aktualizacja
przyrostowa po przetworzeniu ka»dego przykªadu lub wsadowa po przetworzeniu
zbioru przykªadów).

Oczywi±cie pochodna cz¡stkowa h(x) wzgl¦dem parametru wi jest równa ai(x), a za-
tem gradient h(x) wzgl¦dem w jest równy a(x). To pozwala zapisa¢ reguª¦ aktualizacji
parametrów w podanej wy»ej postaci. Reguªa ta wymaga wielokrotnego stosowania, z
odpowiednio dobranym rozmiarem kroku, w celu osi¡gni¦cia wektora parametrów mini-
malizuj¡cego bª¡d ±redniokwadratowy.
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Metoda najmniejszych kwadratów: wyznaczanie parametrów minimalizuj¡cych bª¡d
±redniokwadratowy za pomoc¡ zamkni¦tej formuªy, bez wielokrotnych aktualizacji.

Gradientowa aktualizacja nie jest jednak ani jedyn¡, ani (zazwyczaj) najlepsz¡ metod¡
wyznaczania parametrów modelu liniowego minimalizuj¡cych bª¡d ±redniokwadratowy.
Istnieje bardziej bezpo±rednie podej±cie, umo»liwiaj¡ce ich wyznaczenie bez iteracyjnego
procesu wielokrotnych aktualizacji. Jest to tzw. metoda najmniejszych kwadratów, która
jest poza zakresem tego przegl¡du, ale b¦dzie przedstawiana w gªównym nurcie wykªa-
dów ZUM.

3.2 Klasy�kacja liniowo-progowa

Klasy�kacja liniowo-progowa reprezentuje modele do uczenia si¦ poj¦¢ za pomoc¡ hi-
perpªaszczyzn separuj¡cych klasy. Tego typu przestrze« modeli pojawiaªa si¦ ju» w
przykªadach dotycz¡cych obliczeniowej teorii uczenia si¦ (w najprostszym wariancie dla
dwóch atrybutów � modele reprezentowane przez proste).

Wewn¦trzna reprezentacja liniowa:

g(x) =
n∑

i=1

wiai(x) + wn+1 = w ◦ a(x)

Zewn¦trzna funkcja progowa:

h(x) =

{
1 je±li g(x) ≥ 0

0 w przeciwnym przypadku

Reprezentacja modeli za pomoc¡ hiperpªaszczyzn separuj¡cych, któr¡ teraz nazwiemy
reprezentacj¡ liniowo-progow¡, opiera si¦ na zªo»eniu wewn¦trznej funkcji liniowej i ze-
wn¦trznej funkcji progowej. Funkcja liniowa g oblicza kombinacj¦ liniow¡ warto±ci atry-
butów dokªadnie tak samo jak model regresji liniowej.

Predykcja modelu h jest uzyskiwana przez �opakowanie� wewn¦trznej funkcji liniowej g w
zewn¦trzn¡ funkcj¦ progow¡ (skoku jednostkowego), która warto±¢ swojego argumentu
porównuje z ustalonym progiem (mo»na nie zmniejszaj¡c ogólno±ci rozwa»a« przyj¡¢
próg 0) i na podstawie tego porównania przypisuje przykªadowi przewidywan¡ klas¦ 0
albo 1. Uzyskujemy w ten sposób model klasy�katora liniowo-progowego.

Granica decyzyjna: hiperpªaszczyzna o równaniu g(x) = 0 (punkty po stronie dodat-
niej klasy�kowane do klasy 1, punkty po stronie ujemnej klasy�kowane do klasy
0).
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W przypadku dziedziny o dwóch atrybutach a1, a2 wewn¦trzna funkcja liniowa g wyzna-
cza pªaszczyzn¦, a jej przeci¦cie z pªaszczyzn¡ a1-a2 odpowiadaj¡ce porównaniu g(x) z 0
wyznacza prost¡, któr¡ nazwiemy prost¡ separuj¡c¡ lub granic¡ decyzyjn¡ � przykªady
poªo»one po jej dodatniej stronie otrzymuj¡ przewidywan¡ klas¦ 1, a przykªady poªo»one
po jej ujemnej stronie � przewidywan¡ klas¦ 0.

Reprezentacja klasy�katora liniowo-progowego dla przypadku dwóch atrybutów jest zi-
lustrowana na rys. 1. Lewy górny wykres przedstawia pªaszczyzn¦ wyznaczon¡ przez
wewn¦trzn¡ liniow¡ funkcj¦ reprezentacji. Prawy górny wykres przedstawia t¦ sam¡
pªaszczyzn¦ z ró»nymi odcieniami szaro±ci � ciemniejszym gdy wewn¦trzna funkcja li-
nowa przyjmuje warto±ci poni»ej 0 i ja±niejszym w przeciwnym przypadku. Lewy dolny
wykres przedstawia wynik zastosowania skoku jednostkowego do warto±ci wewn¦trznej
liniowej funkcji reprezentacji. Prawy dolny wykres przedstawia rzut na dwuwymiarow¡
pªaszczyzn¦ warto±ci atrybutów, z u»yciem ciemniejszego odcienia dla regionu, który
otrzymuje klas¦ 0, oraz ja±niejszego dla regionu, który otrzymuje klas¦ 1, i prost¡ jako
granic¡ decyzyjn¡ separuj¡c¡ te regiony.

W przypadku n atrybutów g reprezentuje (n + 1)-wymiarow¡ hiperpªaszczyzn¦, a jej
porównanie z 0 wyznacza n-wymiarow¡ hiperpªaszczyzn¦ separuj¡c¡ (granic¦ decyzyjn¡).

Wymiar VC: n+ 1 � ograniczone ryzyko nadmiernego dopasowania.

Przy okazji przykªadów ilustruj¡cych wymiar VC doszli±my do wniosku, »e dla prze-
strzeni modeli reprezentowanych przez proste (dla dwóch atrybutów) wynosi on 3, a w
ogólno±ci dla n-wymiarowych hiperpªaszczyzn separuj¡cych (n atrybutów) mo»na poka-
za¢, »e wynosi on n + 1. Liniowy wzrost wymiaru VC przy wzro±cie liczby atrybutów
wskazuje na do±¢ umiarkowane ryzyko nadmiernego dopasowania klasy�katora liniowo-
progowego.

Odlegªo±¢ od granicy decyzyjnej:

ze znakiem:

δw(x) =

∑n
i=1wiai(x) + wn+1√∑n

i=1w
2
i

=
w ◦ a(x)

‖w1:n‖

gdzie w1:n � wektor parametrów w1, w2, . . . , wn (bez wn+1),

bezwzgl¦dna dla przykªadów niepoprawnie klasy�kowanych (tzn. je±li h(x) 6= c(x)):
−c−(x)δw(x), gdzie

c−(x) = 2c(x)− 1 =

{
1 je±li c(x) = 1

−1 je±li c(x) = 0
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Rysunek 1: Reprezentacja klasy�katora liniowo-progowego.

W celu przedstawienia algorytmu uczenia si¦ dla reprezentacji liniowo-progowej b¦-
dziemy odwoªywa¢ si¦ do odlegªo±ci przykªadu od hiperpªaszczyzny separuj¡cej. Od-
legªo±¢ przykªadu x od granicy decyzyjnej reprezentowanej przez wektor parametrów w
mo»na obliczy¢ jako δw(x) zgodnie z podanym wy»ej standardowym wzorem na odlegªo±¢
punktu od hiperpªaszczyzny (uogólnieniem �szkolnego� wzoru na odlegªo±¢ punktu od
prostej). Wyst¦puje tam norma kwadratowa (pierwiastek z sumy kwadratów elementów)
wektora parametrów modelu, z pomini¦ciem jednak skªadnika staªego wn+1. W dalszym
ci¡gu przyjmujemy, »e wektor w zawiera tak»e ten skªadnik, a wektor pierwszych n
parametrów b¦dzie oznaczany przez w1:n. W podobny sposób, w razie potrzeby, b¦-
dziemy odwoªywa¢ si¦ do warto±ci pierwszych n atrybutów przykªadu x (z pomini¦ciem
sztucznego atrybutu an+1 stale równego 0) pisz¡c a1:n(x).

W podanej postaci δw(x) to odlegªo±¢ ze znakiem, zgodnym ze znakiem g(x) = w ◦a(x)
� dodatnim je±li przykªad le»y po dodatniej stronie granicy decyzyjnej i ujemnym je±li
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le»y po jej ujemnej stronie. We¹my pod uwag¦ odlegªo±¢ bezwzgl¦dn¡ (bez znaku)
dla przykªadów niepoprawnie klasy�kowanych � a wi¦c le»¡cych po stronie dodatniej
przykªadów klady 0 i le»¡cych po stronie ujemnej przykªadów klasy 1. �atwo zauwa»y¢,
»e uzyskamy j¡ stosuj¡c do odlegªo±ci ze znakiem mno»nik −c−(x), gdzie c−(x) = 2c(x)−
1 jest przeksztaªconym wariantem poj¦cia docelowego, którego etykietami klas s¡ liczby
−1 i 1 zamiast 0 i 1. (Zaczynamy tu dla wygody zapisu korzysta¢ z etykiet klas jako
liczb, przy czym w dalszym ci¡gu b¦dziemy zakªada¢ dla klasy�kacji binarnej klasy 0 i
1, a wersj¦ poj¦cia z etykietami −1 i 1 oznacza¢ przez c−.)

Przykªad le»¡cy po dodatniej stronie granicy decyzyjnej, którego prawdziw¡ klas¡ jest
0, uzyska po zastosowaniu takiego mno»nika dodatni¡ odlegªo±¢, podobnie jak przykªad
le»¡cy po ujemnej stronie granicy decyzyjnej, którego prawdziw¡ klas¡ jest 1.

Gradient do minimalizacji −c−(x)δw(x):

∇w(−c−(x)w ◦ a(x)) = −c−(x)a(x)

(pomini¦ty mianownik ‖w1:n‖)

Reguªa aktualizacji parametrów (prosty perceptron):

w :=

{
w + c−(x)a(x) je±li h(x) 6= c(x)

w w przeciwnym przypadku

Inicjalizacja: dowolna (np. 0).

Efekt aktualizacji: zmniejszenie odlegªo±ci niepoprawnie klasy�kowanych przykªadów
od granicy decyzyjnej.

Tryb stosowania: iteracyjnie wielokrotnie dla wszystkich przykªadów, iteracyjnie wie-
lokrotnie dla losowo wybieranych przykªadów.

Kryterium stopu: poprawna klasy�kacja wszystkich przykªadów.

Zbie»no±¢: gwarantowana tylko je±li w zbiorze trenuj¡cym klasy s¡ liniowo separowalne.

Podstawowy algorytm uczenia si¦ klasy�katora liniowo-progowego, nazywany prostym

perceptronem, opiera si¦ na d¡»eniu do minimalizacji odlegªo±ci od granicy decyzyjnej
dla tych przykªadów trenuj¡cych, które znajduj¡ si¦ po jej niewªa±ciwej stronie. Zmniej-
szaj¡c t¦ odlegªo±¢ mo»emy oczekiwa¢, »e uda si¦ doprowadzi¢ do takiego przesuni¦cia
granicy decyzyjnej, aby w ko«cu wszystkie przykªady znalazªy si¦ (o ile to mo»liwe) po
jej poprawnej stronie.
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Koncepcj¦ minimalizacji odlegªo±ci bª¦dnie klasy�kowanych przykªadów od granicy de-
cyzyjnej realizuje przedstawiona wy»ej reguªa aktualizacji, oparta na zasadzie spadku
gradientu. Wektor parametrów modelu przesuwany jest w kierunku, w którym nast¦-
puje spadek minimalizowanej funkcji, wyznaczanym przez jej zanegowany gradient �
wektor pochodnych cz¡stkowych wzgl¦dem parametrów modelu. Przy wyznaczaniu gra-
dientu odlegªo±ci pomini¦ty zostaª mianownik ‖w1:n‖ jako niezale»ny od przykªadów
trenuj¡cych czynnik skaluj¡cy. Tymczasem oczywi±cie dowolne skalowanie parametrów
modelu (mno»enie wszystkich w1, w2, . . . , wn, wn+1 przez dowolny dodatni wspóªczynnik)
nie zmienia poªo»enia granicy decyzyjnej.

Przedstawiona reguªa aktualizacji stosowana iteracyjnie gwarantuje znalezienie w sko«-
czonym czasie parametrów modelu poprawnie klasy�kuj¡cego przykªady decyzyjne, o ile
istnieje linowa granica decyzyjna poprawnie separuj¡ce klasy. O danych, dla których to
jest mo»liwe, mówi si¦, »e s¡ liniowo separowalne. W przypadku braku liniowej sepa-
rowalno±ci algorytm nie daje »adnych gwarancji dotycz¡cych poziomu dopasowania do
danych � zawsze b¦d¡ przykªady niepoprawnie klasy�kowane, wi¦c kryterium stopu al-
gorytmu � polegaj¡ce na poprawnej klasy�kacji caªego zbioru trenuj¡cego � nie zostanie
osi¡gni¦te.

Ze wzgl¦du na ograniczenie mo»liwo±ci u»ycia wyª¡cznie do danych separowalnych li-
niowo prosty perceptron jako algorytm uczenia si¦ poj¦¢ nie ma praktycznego znaczenia,
ale stanowi dla nas wst¦p do przedstawienia w gªównym nurcie wykªadów ZUM bardziej
rozwini¦tych i w peªni przydatnych praktycznie algorytmów regresji logistycznej oraz
SVM opartych równie» na reprezentacji liniowej.
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