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Indukcyjne uczenie si¦ (c.d.)

Estymacja bª¦du rzeczywistego

Bª¡d na zbiorze eS,c(h) jest wiarygodnym estymatorem bª¦du
rzeczywistego eΩ,c(h), je±li:

S jest wystarczaj¡co du»y,

S jest wybrany z dziedziny niezale»nie od h,
S jest wybrany z dziedziny zgodnie z rozkªadem Ω.

W praktyce: S ⊂ D, T ⊂ D, gdzie D ⊂ X jest zbiorem przykªadów o

znanych klasach, S ∩ T = ∅.
Mo»na u»y¢ zast¦pczo estymatora eS,c(h) zamiast nieznanego eΩ,c(h)
do wykrywania nadmiernego dopasowania.

Uproszczone praktyczne kryterium ryzyka nadmiernego dopasowania:

eS,c(h)� eT,c(h).
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Indukcyjne uczenie si¦ (c.d.)

Estymacja przedziaªowa bª¦du

Przedziaª ufno±ci: Przedziaª wokóª eS,c(h) który prawdopodobie«stwem 1− δ zawiera

eΩ,c(h) (gdzie δ � poziom ufno±ci).

Przedziaª Walda: (tylko je±li bª¡d eS,c(h) nie jest zbyt bliski 0 ani 1)

|eΩ,c(h)− eS,c(h)| < uδ

√
eS,c(h)(1− eS,c(h))

|S|

z prawdopodobie«stwem 1− δ, gdzie dla U ∼ N(0, 1):

P (|U | < uδ) = 1− δ

Przedziaª Wilsona: (tak»e je±li bª¡d eS,c(h) bliski 0 lub 1)∣∣∣∣∣∣eΩ,c(h)−
eS,c(h) +

u2δ
2|S|

1 +
u2δ
|S|

∣∣∣∣∣∣ < uδ

1 +
u2δ
|S|

√
eS,c(h)(1− eS,c(h))

|S|
+

u2
δ

4|S|2

z prawdopodobie«stwem 1− δ, gdzie uδ � jak wy»ej.
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PAC-nauczalno±¢

Probably Approximately Correct

Klasa poj¦¢ C dla dziedzinie X jest PAC-nauczalna za pomoc¡ przestrzeni

modeli H, je±li

istnieje algorytm uczenia si¦ u»ywaj¡cy H,

którego uruchomienie z dost¦pem do ¹ródªa przykªadów EX(Ω, c) oraz

z parametrami ε i δ,

daje w wyniku z prawdopodobie«stwem co najmniej 1− δ model

h ∈ H, dla którego eΩ,c(h) ≤ ε,
dla dowolnego poj¦cia c ∈ C, dowolnego rozkªadu

prawdopodobie«stwa Ω na X oraz dowolnych 0 < ε < 1 i 0 < δ < 1.
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PAC-nauczalno±¢

Przykªad: prostok¡ty

a1(x)

a2(x)

c

Algorytm najcia±niejszego

dopasowania (model � najmniejszy

prostok¡t zawieraj¡cy wszystkie

przykªady pozytywne).

Rc, Rh � prostok¡ty reprezentuj¡ce

poj¦cie c, model h (oczywi±cie

Rh ⊆ Rc).
Wystarczy rozwa»y¢ przypadek c
takiego, »e P (Rc) > ε
(w przeciwnym przypadku bª¡d nie

mo»e przekroczy¢ ε).
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PAC-nauczalno±¢

Przykªad: prostok¡ty

c

ε/4

a1(x)

a2(x)

Odcinamy z boku Rc margines o

prawdopodobie«stwie ε
4 .
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PAC-nauczalno±¢

Przykªad: prostok¡ty
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c

a1(x)

a2(x)

Powtarzaj¡c to dla ka»dego boku

uzyskujemy �ramk¦� o

prawdopodobie«stwie poni»ej ε.

Model ma bª¡d poni»ej ε, je±li
w ka»dym marginesie ε

4 znajduje si¦

przykªad trenuj¡cy (warunek

wystarczaj¡cy).
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PAC-nauczalno±¢

Przykªad: prostok¡ty

1 Model ma bª¡d poni»ej ε, je±li w ka»dym marginesie ε
4 znajduje si¦

przykªad trenuj¡cy (warunek wystarczaj¡cy).
2 Prawdopodobie«stwo sytuacji przeciwnej mo»na ograniczy¢ przez:

4(1− ε

4
)m ≤ 4e−m

ε
4 ≤ δ

gdzie m jest liczb¡ przykªadów trenuj¡cych (w ostatnim kroku

wykorzystana nierówno±¢ 1 + α ≤ eα dla dowolnego α).
3 Wystarczy odpowiednio wiele przykªadów:

m ≥ 4

ε

(
ln 4 + ln

1

δ

)
4 Mo»na równie» okre±li¢, jaki poziom bª¦du rzeczywistego da si¦

zagwarantowa¢ przy ustalonej liczbie przykªadów:

ε ≥ 4

m

(
ln 4 + ln

1

δ

)
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PAC-uczenie si¦ dla algorytmów spójnych

Spójne uczenie si¦

Spójny model: zerowy bª¡d na zbiorze trenuj¡cym.

Spójny algorytm uczenia si¦: zwraca spójny model albo zawodzi, je±li

takiego modelu nie ma w przestrzeni modeli H.

Niezawodno±¢ spójnego uczenia si¦: mo»na zagwarantowa¢ tylko, je±li

C ⊆ H.

Przestrze« wersji: zbiór wszystkich spójnych modeli:

VSH,T (c) = {h ∈ H | eT,c(h) = 0}
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PAC-uczenie si¦ dla algorytmów spójnych

Przykªadowe algorytmy spójne

Prostok¡ty: algorytm znajduj¡cy najmniejszy prostok¡t zawieraj¡cy

wszystkie przykªady pozytywne.

Koniunkcje boolowskie: algorytm usuwaj¡cy z pocz¡tkowej koniunkcji

a1 ∧ ¬a1 ∧ a2 ∧ ¬a2 ∧ · · · ∧ an ∧ ¬an wszystkie literaªy, które nie s¡

speªnione dla któregokolwiek przykªadu pozytywnego.

Paweª Cichosz 13 / 16



PAC-uczenie si¦ dla algorytmów spójnych

Bª¡d rzeczywisty spójnych modeli

1 Poniewa» algorytm spójny mo»e zwróci¢ dowolny model spójny, wi¦c

potrzebujemy ograniczenia bª¦du rzeczywistego dowolnego takiego

modelu.
2 Przestrze« wersji jest ε-wyczerpana je±li bª¡d rzeczywisty wszystkich

nale»¡cych do niej modeli nie przekracza ε.
3 Prawdopodobie«stwo, »e pewien model o bª¦dzie rzeczywistym

powy»ej ε nale»y do przestrzeni wersji nie przekracza:

(1− ε)m ≤ e−mε

gdzie m jest liczb¡ przykªadów trenuj¡cych.
4 Dla sko«czonej przestrzeni modeli prawdopodobie«stwo, »e

którykolwiek model z tej przestrzeni o bª¦dzie rzeczywistym powy»ej ε
nale»y do przestrzeni wersji, nie przekracza:

|H|e−mε
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PAC-uczenie si¦ dla algorytmów spójnych

Bª¡d rzeczywisty spójnych modeli

1 Zatem dla dowolnego spójnego modelu h:

P (eΩ,c(h) > ε) ≤ |H|e−mε

2 Ograniczamy przez δ:

|H|e−εm ≤ δ

m ≥ 1

ε
(ln ‖H|+ ln

1

δ
) ε ≥ 1

m
(ln ‖H|+ ln

1

δ
)

3 St¡d z prawdopodobie«stwem 1− δ:

eΩ,c(h) ≤ 1

m
(ln ‖H|+ ln

1

δ
)

4 Algorytmy spójne u»ywaj¡ce sko«czonej przestrzeni modeli mog¡

osi¡gn¡¢ dowolnie maªy bª¡d, mimo podatno±ci na nadmierne

dopasowanie (wystarczy odpowiednio wiele przykªadów).
5 Dla ustalonej liczby przykªadów mo»na okre±li¢, jaki poziom bª¦du

rzeczywistego mo»e by¢ probabilistycznie zagwarantowany.
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PAC-uczenie si¦ dla algorytmów spójnych

Przykªady wyznaczania |H|

Koniunkcje boolowskie:

dla ka»dego atrybutu koniunkcja mo»e zawiera¢ literaª

pozytywny, negatywny lub nie zawiera¢ go wcale,

dodatkowo nale»y uwzgl¦dni¢ koniunkcj¦ �zerow¡� (stale

niespeªnion¡):

|H| = 3n + 1

Dowolne funkcje boolowskie: wszystkie mo»liwe sposoby etykietowania

wszystkich mo»liwych 2n przykªadów z dziedziny:

|H| = 22n
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