Uczenie maszynowe:

wyktad 10
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Regresja liniowa
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Model liniowy

Funkcja reprezentacji:

n+1

h(z) = Zwiai(x) + Wpy1 = Z w;a;(x) =woa(x)
i=1 i=1

gdzie:
o w — wektor parametréw wy, ws, . . ., Wy, Wpai1,
e a(x) — wektor wartosci (ciagtych) atrybutéw
ay(x),a2(x),...,an(x), apnt1(x), przy czym ani1(z) =1,
@ o — symbol iloczynu skalarnego.
Estymacja parametréw: minimalizacja funkgji straty proporcjonalnej do
btedu $redniokwadratowego na zbiorze trenujgcym:

Brg(h) = 3 S () ~ h(x))?
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Regresja liniowa

Gradientowa estymacja parametrow

Reguta spadku gradientu:
w:=w+ 3 (=VwErs(h))

gdzie 0 < 8 < 1 — rozmiar kroku.
Gradient btedu:

VwBrg(h) =) (f(@) = h(@)(~Vwh(x))

zeT

Gradient funkgji reprezentacji: Vywh(z) = a(x).
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Regresja liniowa

Gradientowa estymacja parametrow

Reguta aktualizacji parametréw:

wi=w+ Y (f(z) - h(z))a(z)
zeT
stosowana iteracyjnie.

Stochastyczny spadek gradientu (SGD): aktualizacja dla pojedynczych
przyktadéw w kolejnosci losowe;j:

w = w + 3(f(z) — h(z))a(z)

Inicjalizacja parametréw: dowolna (np. 0 lub mate wartosci losowe).
Kryteria stopu: maty btad, maty spadek btedu, maksymalna liczba iteracji.

Bardziej zaawansowane metody gradientowe: np. metoda Newtona, Adam,
AdaGrad — poza zakresem wyktadu.
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Regresja liniowa

Przyktad
g =0.1

Inicjalizacja: w = [1,1,1].

r=1 " pz)=3
r|la a9 | f w1:1+0.1-(2—3)-1:0.9
L1 12 wy=1+0.1-(2-3)-1=09
211 215

=1+01-(2-3)-1=09

301 3]s s 2-3)
412 113 4—09 o
clg 9 la h(z) = 3.6

wy =0.940.1-(5—3.6)-2=1.18
ws=0.940.1-(5—3.6)-1=1.04

...: kontynuacja pozostaje jako ¢wiczenie.
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Regresja liniowa

Metoda najmniejszych kwadratéw

o Wyznaczanie parametréw za pomoca zamknietej formuty.
@ Postulat dopasowania do danych trenujacych jako nadokreslony uktad réwnan
liniowych:

a1 (x)wl + (IQ(I)’LUQ + -+ an(l’)wn + an+l(m)wn+l = f(l’)

dla kazdego = € T, przy zatozeniu n + 1 < |T| (zwykle n < |T'|).
@ W zapisie wektorowo-macierzowym:

a(T)w =£(T)
gdzie:

o a(T') — macierz |T| x (n + 1) wartosci atrybutéw a1 (z),...,ant1(z) dlaz € T,
o f(T') — wektor wartosci f(x) dla z € T

o Rozwiazanie przez pseudo-inwersje:

a' (Ta(T)w =a" (T)f(T)
w =(a"(T)a(T)) 'a" (T)£(T)
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Regresja liniowa

Przyktad

—

o —

— A

a2

ai
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Klasyfikacja liniowo-progowa
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Klasyfikacja liniowo-progowa

Reprezentacja liniowo-progowa

Wewnetrzna reprezentacja liniowa:

n
g(x) = sz‘az‘(x) + wpy1 = woa(r)
i=1
Zewnetrzna funkcja progowa:

h(z) = {1 jesli g(z) >0

0 w przeciwnym przypadku

Granica decyzyjna: hiperptaszczyzna o réwnaniu g(z) = 0 (punkty po
stronie dodatniej klasyfikowane do klasy 1, punkty po stronie ujemnej
klasyfikowane do klasy 0).

Wymiar VC: n + 1 — ograniczone ryzyko nadmiernego dopasowania.
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Klasyfikacja liniowo-progowa

Reprezentacja liniowo-progowa
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Odlegtos¢ od granicy decyzyjne;

Odlegtos¢ ze znakiem:

Z?:l w;a; (x) + Wy _wo a(z)

owl(x) = =
v AT A

gdzie wi.,, — wektor parametréw wq, wa, . .., w, (bez wy,i1).

Odlegtos¢ bezwzgledna dla przyktadéw niepoprawnie klasyfikowanych:
—c_(x)dw(x), gdzie

1 jeslic(z) =1

—1 jeslic(z) =0

c_(x) =2¢c(x) — 1= {

Funkcja decyzyjna: g(x) = w o a(x) — proporcjonalna do odlegtosci od
granicy decyzyjnej, reprezentuje ,ufno$¢” predykcji modelu.
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Algorytm prosty perceptron

Reguta aktualizacji parametréw:

w {w +c_(z)a(x) jesli h(z) # c(x)

w w przeciwnym przypadku

Inicjalizacja: dowolna (np. 0).
Efekt aktualizacji: zmnigjszenie odlegtosci niepoprawnie klasyfikowanych
przyktadéw od granicy decyzyjnej (uzasadnienie poza zakresem

wyktadu).

Tryb stosowania: iteracyjnie wielokrotnie dla wszystkich przyktadéw tacznie
(wsadowy) lub dla pojedynczych przyktadéw (przyrostowy).

Kryterium stopu: poprawna klasyfikacja wszystkich przyktadéw.

Zbiezno$¢: gwarantowana tylko jesli w zbiorze trenujacym klasy sa liniowo
separowalne.
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Klasyfikacja liniowo-progowa

Przyktad
T | ay ag C
1] 1 110
211 21
311 3|1
41 2 110
512 210
6|12 3|1

Inicjalizacja: w = [0.1,0.1,0.1].

xz = 1:

. kontynuacja pozostaje jako ¢wiczenie.
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g(x) >0 h(z) =

wy =01+ (~1)-1=-0.9
wy =01+ (~1) 1= 0.9
wy =01+ (~1)-1=—0.9
g(x) <0 h(z) =0

wi=—09+1-1=0.1
wy= —09+1-2=1.1
w3= —09+1-1=0.1
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Regresja logistyczna

© Regresja logistyczna
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Regresja logistyczna

Reprezentacja modelu regresji logistycznej

Wewnetrzna reprezentacja liniowa:

g(x) = Zwiai(x) + wp41 = woa(x)
i=1

Zewnetrzna logistyczna funkcja taczaca:

= . p
logit(p) = 1
N ogit(p) = In— ’
o el 1
e logit™1(q) = =
B ogit(4) el+1 14e¢
logit ™ (g(x)) = 7(x) = P(1]a)

Funkcja decyzyjna: g(x) = wo a(x).
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Regresja logistyczna

Estymacja parametréw regresji logistycznej

Maksymalizacja logarytmu wiarygodnosci:

LL7c(m) = mP(T,c;m) =In H P(e(x)|x;m)

zeT
— In H w(z c(z (x))l—c(:c)
zeT
=Y (c(@)Inm(z) + (1 — ¢(x)) In(1 — 7(x)))
zeT

Reguta wzrostu gradientu:
W =W + fVyLLg(7)
Gradient logarytmu wiarygodnosci:

VwLLyo(m) =Y (c(z) — w(x))a(x)

zeT
(wyprowadzenie poza zakresem wyktadu)
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Zagadnienia praktyczne

@ Zagadnienia praktyczne
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_ Zegednieniaprakiyczne
Atrybuty dyskretne

Kodowanie binarne: atrybut a : X — {v1,ve,...,v;} zastepowany przez
k — 1 atrybutéw binarnych a1, as, ..., ax:

0i(x) = {1 jesli a(x) = v;

0 w przeciwnym przypadku

@ wartosci v; dlai=1,...,k — 1 s3 reprezentowane przez
aj(x) =1iaj(z) =0dla j#1,

@ warto$¢ vy, jest reprezentowana przez a;(x) = 0 dla wszystkich
j=1,...k—1.
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Zagadnienia praktyczne

Klasyfikacja wieloklasowa

»1 kontra reszta” (one vs. rest, OvR): osobny model binarny dla kazdej
klasy (jedna klasa traktowana jako pozytywna, wszystkie pozostate
jako negatywne, predykcja przez wybér klasy o maksymalnej wartosci
funkcji decyzyjne;.

1 kontra 1" (one vs. one, OvO): osobny model binarny dla kazdej pary
klas (jedna klasa traktowana jako pozytywna, druga jako negatywna),
predykcja przez gtosowanie.
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Zagadnienia praktyczne

WHtasciwosci modeli liniowych

e Wytacznie zaleznosci przynajmniej w przyblizeniu liniowe lub liniowo
separowalne.

@ Dobér parametréw odporny na optima lokalne.

o Efektywna metoda najmniejszych kwadratéw (w przypadku regres;ji
liniowej).

@ Interpretowalne parametry modelu.

@ Ograniczone ryzyko nadmiernego dopasowania.

@ Mozliwe bardziej zaawansowane warianty czesciowo lub catkowicie
pokonujace ograniczenia liniowosci (np. SVM/SVR).
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