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Po wyborze i wykorzystaniu pewnej metody optymalizacji nadchodzi czas na
ocene wytworzonych przez nig punktow. Potrzebny do tego jest ewaluator, ktéry jest
w stanie wygenerowac¢ warto$¢ funkcji celu dla danego punktu w przestrzeni.
Ewaluator taki jest wyr6zniony jako osobny blok dokonujgcy ocen na podstawie
punktéw dostepnych w logu generowanym przez metode optymalizacyjng. Mozemy
zatem powiedzie¢, Ze metoda optymalizacyjna pelni role generatora punktow, ktére
nastepnie sq oceniane przez ewaluator. Jednak istniejg metody, ktére wykorzystuja
warto$¢ funkcji celu danego punktu do podejmowania dalszych decyzji, np.
symulowane wyzarzanie czy stochastyczny algorytm wspinaczkowy. W tym celu
ewaluator przypisuje do zadanego punktu w logu warto$¢ funkcji celu, ktéra
nastepnie moze zostaC wykorzystana przez metode optymalizacyjng celem podjecia
pewnych decyzji. Powyzszy opis prezentuje sposob komunikacji miedzy metodq
optymalizacyjng, a ewaluatorem. Schemat tej komunikacji dla pewnego punktu z
logu jest przedstawiony na rysunku ponize;j.
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Schemat ten moze by¢ wykorzystany do wprowadzenia koncepcji optymalizacji
typu ,,czarna skrzynka” (ang. black-box optimization). Zaklada ona, zZe metoda
optymalizacji nie wie nic o optymalizowanej funkcji celu, jedyne, czego moze sie o
niej dowiedzie¢, to warto$¢ tej funkcji dla wygenerowanej przez nig punktow. Czyni
to poprzez odpytywanie ewaluatora, ktory jest traktowany jak czarna skrzynka
podajaca — w jakis, nieznany metodzie sposob — warto$ci funkcji celu.
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Jednym ze sposobéw na przetestowanie metody optymalizacji sq tzw. zadania
benchmarkowe, wsréd ktorych mozna wyr6zni¢ m.in. CEC (2005...2017) i BBOB
(2009). Celem takich zadan jest minimalizacja wartosci bardzo skomplikowanej
funkcji posiadajacej najczesciej wiele minimow lokalnych, ktérej forma analityczna
nie jest oczywiscie znana. Na takich benchmarkach s najczesciej testowane nowe
algorytmy optymalizacyjne, ktore chca pokazac, ze sa w stanie konkurowac z obecnie
znanymi rozwigzaniami.

Wyniki osiggniete z wykorzystaniem metody optymalizacyjnej mozna
zaprezentowaC za pomoca tzw. krzywej zbieznosci. Jest to najczeSciej nierosnaca
krzywa prezentujgca wartoSci funkcji celu wraz z pojawianiem sie kolejnych
punktow w logu. W wiekszoSci zastosowan prezentuje ona najlepszy dotychczas
uzyskany wynik do pewnego punktu w logu, a zatem zmiany jej wartoSci nastepuja w
punkcie, ktérego warto$¢ funkcji celu okazala sie lepsza niz do tej pory obliczona.
Przykladowa krzywa zbieznoSci dla problemu minimalizacji jest przedstawiona
ponizej.
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Mozna zadac sobie pytanie, ktora z dostepnych metod optymalizacyjnych jest
najlepsza zawsze. Nie ma jednak prawidlowej odpowiedzi na tak postawione pytanie,
co potwierdza No Free Lunch Theorem (NFL). NFL. mowi, ze jezeli nie znamy z
gory problemu optymalizacyjnego, ktéry przyjdzie nam rozwigzac, to nie mozemy
dobra¢ efektywnej metody jego rozwigzania. Mozna to zobrazowa¢ w nastepujacy
sposOb — mamy przed sobg dwa zegary. Pierwszy z nich stoi w miejscu i caly czas
pokazuje te sama godzine, drugi natomiast chodzi dwie minuty spdzniony. Jak
okresli¢, ktory z nich jest lepszy? To zalezy od tego, jak zostanie zdefiniowana
lepszos¢. JeSli przez lepszy zegar rozumiemy taki, ktory czeSciej pokazuje
prawidlowy czas, to lepszy bedzie pierwszy zegar. Jednak jezeli zdefiniujemy
lepszos$¢ jako np. sredni blad popeklniany przez wskazania zegara w ciggu doby, to
lepszy bedzie drugi zegar. Tak samo jest z metodami optymalizacyjnymi — nie
wiedzac, jaki problem przyjdzie nam rozpatrywa¢, nie mozemy jednoznacznie
stwierdzi¢, ktora z metod jest lepsza. Przy zdefiniowanym problemie istnieja
rozwigzanig umozliwiajagce porownanie dwoch metod.

Do poréwnania dwoch losowych metod optymalizacyjnych mozna wykorzystac
krzywe zbieznosci wytworzone z logéw wygenerowanych przez dane metody.
Nalezy zauwazy¢, ze krzywe zbieznosc¢i w obrebie jednej metody mogga sie od siebie
rozni¢, co moze wynika¢ m.in. ze sposobu inicjalizacji punktu poczatkowego czy
elementow losowosci wystepujacych w niektorych algorytmach. Przykladowe
krzywe zbieznosci dla dwoch losowych metod znajduja sie ponize;j.
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Jak na podstawie takich dwoch zestawow krzywych okresli¢, ktéra z metod
optymalizacji jest lepsza? Jednym ze sposobow jest dystrybuanta empiryczna.
Okresla ona — na podstawie powyzszych krzywych — jak czesto jesteSmy w stanie
osiagnaC zadany wynik po pewnym, okreSlonym czasie. Im wieksza wartos¢
dystrybuanty w danym miejscu, tym czeSciej dany wynik by} osiagany. Interpretacja
wartosci dystrybuanty empirycznej jest podobna do dystrybuanty znanej z
probabilistyki, czyli mozna ja uzna¢ za prawdopodobienstwo osiggniecia wartosci
funkcji celu nie gorszej niz sprawdzana w danym punkcie.
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Powyzej znajdujq sie dwie pary dystrybuant empirycznych. Zal6zmy, ze kolorem
niebieskim jest reprezentowany algorytm A, a czerwonym - algorytm B. Na
podstawie lewego wykresu mozemy stwierdzi¢, ze algorytm A jest lepszy niz
algorytm B. Potwierdza to polozenie krzywych dystrybuant empirycznych -
dystrybuanta empiryczna algorytmu A znajduje sie nad dystrybuanta empiryczng
algorytmu B, co oznacza, Ze algorytm A — po zadanym czasie — czeSciej lub z taka
samg czestoscig osigga pewien zadany wynik niz algorytm B. Prawy wykres nie
pozwala nam stwierdzi¢ lepszos¢i ani gorszosci zadnej z metod. Objawia sie to
przecieciem w wykresach dystrybuant empirycznych, co nie pozwala wskazac
metody, ktora jest ,zawsze” lepsza. Metoda porownywania dystrybuant
empirycznych jest przykladem testu nieparametrycznego.

Innym rodzajem sg testy parametryczne, ktorego przykladem moze by¢ np. test t-
Studenta. Zak}ada on, ze wartosci funkcji celu wygenerowane przez dwie sprawdzane
metody pochodza z pewnego rozkladu normalnego. Test ten sprawdza, czy rozkiady
te pochodza z rozkladu o tej samej wartosci sredniej, a wiec czy nie wystepuje
miedzy nimi statystyczna istotnos¢ miedzy wartoSciami Srednimi.

Testy parametryczne i nieparametryczne sa rodzajami testow hipotez
statystycznych. Sposob dzialania testow statystycznych jest nastepujacy - na
poczatku jest stawiana tzw. hipoteza zerowa (null hypothesis). Jest to hipoteza, ktora
najczesciej chcemy obali¢. Nastepnie test — na podstawie przekazanych mu danych —
oblicza tzw. p-warto$¢ (p-value), ktéra okresla prawdopodobienstwo zaobserwowania
danych takich, jakie zostaly podane do testu przy zalozeniu, ze hipoteza zerowa jest
prawdziwa. Jesli p-warto$c¢ jest mniejsza od pewnej, zaloZonej wartosci, to hipoteza
zerowa jest odrzucana. Przyktadowo, dla testu t-Studenta hipoteza zerowa mowi, ze
roznica miedzy wartoSciami Srednimi rozkladéw, z ktorych pochodza przekazane
dane, jest rowna zero. W testach metod optymalizacyjnych potwierdzenie hipotezy
zerowej oznacza, ze nie jesteSmy w stanie okresli¢, ktéra z metod jest lepsza lub
gorsza.
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Przyktadowymi testami statystycznymi sg wyzej wymieniony test t-Studenta,
nieparametryczny test Wilcoxona (hipoteza zerowa — mediany przekazanych do testu
danych sg réwne), a takze test chi kwadrat (hipoteza zerowa — dane przekazane do
testu pochodza z rozktadu chi kwadrat). Testy te sg zaimplementowane w jezyku R,
sqa wywolywane przez funkcje t.test [t-Studenta], wilcox.test [test Wilcoxona] oraz
chisqg.test [test chi kwadrat]. Dokladniejszy opis dzialania testow statystycznych
znajduje sie w ksigzce ,Statystyka dla studentow kierunkoéw technicznych i
przyrodniczych” Jacka Koronackiego i Jana Mielniczuka.

Po przeprowadzeniu testow statystycznych miedzy sprawdzanymi metodami
optymalizacji nalezy w pewien sposob zagregowac otrzymane wyniki. Przy
porownywaniu wielu algorytmow dla jednego zadania mozna postuzy¢ sie tabelka,
ktorej i-ty rzad i kolumna reprezentujq i-ta metode optymalizacyjng. Komorka i,j
takiej tabeli okresla, czy algorytm i byl lepszy niz algorytm j przy porOéwaniu w
parach. Nastepnie w rzedach tabeli sumowane sg wyniki porownan, gdzie wynik
»lepszy” ma wage 1, ,,gorszy” ma wage -1, a ,,nie wiadomo” - 0. Tworzy to pewien
bilans punktéw dla kazdego algorytmu, dzieki czemu mozemy uszeregowac je od
najlepszego do najgorszego dla zadanego problemu. Przykiladowa tabelka, bilans i
ranga znajdujg sie na rysunkach ponizej.

bilans | ranga
Al 1 2
A2| -2 4
A3 -1 3
A4 2 1

Poréwnanie algorytmow optymalizacji

ponizszy rysunek.

21 Z2 Z3 Z4 Z5 Srednia
Al 2 3 1 1 4 2.2
A2 4 2 1 2 1 2
A3 3 1 1 2 2 1.8
Ad 1 1 1 3 3 1.8

dla wielu zadan sprowadza sie do
przygotowania rang dla kazdego zadan z osobna i obliczeniu Sredniej, co prezentuje

Wida¢ na nim testy 4 roznych algorytmow dla 5 roznych probleméw. Rangi dla
kazdego problemu zostaly przygotowane zgodnie ze schematem postepowania przy
poréwnywaniu wielu algorytméw dla jednego problemu. Srednia ranga jest $rednig
arytmetyczng osiagnietych rang. ,,Wygrywaja” algorytmy, ktore maja najnizszq
Sredniq range, czyli w powyzszym przykladzie — algorytmy A3 i A4.



Innym sposobem poréwnywania metod optymalizacyjnych sa tzw. function-
target pairs. Polega on na tym, ze — na podstawie Sredniej krzywej zbieznosci -
tworzy sie przedzialy miedzy pewna poczatkowa a konicowa wartoscig funkcji celu
oddalone od siebie o jakis$ odstep (odstep moze by¢ liniowy lub logarytmiczny). Dla
wartosci z osi X ustala sie, ile z tych przedzialow jest zawartych miedzy zadang
poczatkowa warto$cig funkcji celu, a wartoscig funkcji celu dla wybranego punktu z
osi X. Wartosc ilorazu zawartych przedzialdw przez liczbe wszystkich przedziatow
jest wartoscia, ktora trafia na wykres dystrybuanty empirycznej dla danej metody. W
ten sposob mozna latwo stworzy¢ dystrybuanty empiryczne dla wielu problemow i
porownac je. Sposob ten mozna takze wykorzysta¢ do porownania wielu algorytmow
na wielu problemach — wystarczy po prostu usredni¢ wyniki dla danej wartosci z osi
X. Warto wspomnie¢, ze w wielu rzeczywistych benchmarkach problemy sa
wielowymiarowe, a wiec — w celu ujednolicenia skali — na osi X czesto podaje sie
liczbe wykonanych ewaluacji podzielong przez liczbe wymiaréw optymalizowanej
funkcji (najczesciej w skali logarytmicznej).
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